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Úvod 


Letecký průmysl je jedním z nejrychleji rozvíjejícím se odvětvím komerčního průmyslu a 
 dosavadní tendence předvídají čím dál rychleji vzrůstající nároky na konstrukční design 
 pro udržení ekonomického rozvoje. Spolu s přihlédnutím ke globální prezervaci životního 
 prostředí  dnešní  design  vyžaduje  vysokou  účinnost  k redukci  produkce  skleníkových 
 plynů a tím i celkovému snížení nákladů na samotný provoz. (1) 


Zjevným  řešením  prezentovaného  problému  je  snížení  hmotnosti  konstrukce  letounu, 
 avšak takový optimalizační problém představuje velmi náročnou úlohu z důvodu již velice 
 konvergovaných  parametrů  dnešní  konstrukce.  Další  zlepšení  nabízí  využití 
 kompozitových  struktur,  které  posouvají  vlastní  frekvence  konstrukce  zcela  mimo 
 provozní  podmínky.  Nutnost  predikovat  toto  elastické  chování  pod  náporem 
 aerodynamických sil je tedy nezbytnou součástí návrhového procesu již od samotného 
 počátku designu. Jednotlivými odvětví aeroelastického chování potom jsou statické jevy 
 samotné  stability  konstrukce,  účinnost  kontrolních  ploch,  úpravy  vstupů  řízení 
 flexibilního letounu a dynamické jevy zejména flutteru, odezvy na poryvy a turbulence a 
 v neposlední řadě návrh aktivních řídících systémů. (2) 


Právě flutter představuje velmi nebezpečný aerodynamický jev, kdy na základě interakce 
 mezi  elastickou  konstrukcí  křídla,  či  dalších  vztlakových  ploch,  a  obtékanou  tekutinou 
 dochází  k nestabilnímu  nárůstu  oscilací  o  vysokých  amplitudách  a  frekvencích 
 odpovídající vlastním frekvencím konstrukce. Tento samobuzený jev je zcela nežádoucí 
 z důvodu  rapidního  vývoje  nevyhnutelně  vedoucího  k naprostému  selhání  konstrukce 
 (3).  Dosavadním  a  konvenčním  řešením  je  posunutí  letových  podmínek  odpovídající 
 pásmu flutteru daleko od běžných provozních podmínek, což však vede na podstatně tužší 
 a neefektivní konstrukci z hlediska běžného provozu (4). Se znalostí letových podmínek, 
 kdy  může  dojít  k nestabilním  jevům,  a  dostatečné  věrnosti  modelů  popisujících  ono 
 chování můžeme připustit konstrukci, která bude nominálně pracovat v pásmu i několika 
 módech  flutteru  a  která  bude  vysoce  flexibilní,  aktivně  řízená  a  znatelně  účinnější  než 
 konvenční konstrukce. 


Cílem této práce je vytvořit parametrický model geometrie křídla pro široké uplatnění 
modelu,  který  bude  zároveň  sledovat  standartní  nomenklaturu  používanou  v letectví. 
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Takto  vytvořený  model  dále  automaticky  vyhodnotí  silové  zatížení  aerodynamickými 
 silami  pomocí  Computational  Fluid  Dynamics  (CFD)  numerické  analýzy,  načež  takto 
 vytvořené  pole  zatížení  bude  aplikováno  na  elastickou  strukturu  metody  konečných 
 prvků  (MKP),  která  se  vlivem  zatížení  bude  dále  deformovat.  Deformovaná  elastická 
 struktura  vede  na  novou  geometrii  vstupující  do  nového  kroku  CFD  analyzující  nové 
 zatížení dalšího kroku MKP. Popsaná struktura operací je dále vizualizována na Obr. 1. 


Jako nástroj CFD pro kalkulaci aerodynamických vlastností vztlakových ploch jsem zvolil 
 panelovou metodu Vortex Lattice Method (VLM), o které blíže pojednám v kapitole 1.3.2. 


V mé práci se zabývám pouze parametrickou konstrukcí nosného křídla, ale tuto metodu 
 lze snadno rozšířit o ovládací plochy letounu, zadní ocasní plochy, samotný trup letadla 
 atd. (5), (6).  


Kvůli samotné podstatě flutteru a celkových deformací křídla, kde dochází k radiálním 
 oscilacím  křídla  především  v rovině  kolmé  na  směr  letu  a  posléze  k méně  výrazným 
 torzním  deformacím  okolo  osy  rozpětí  křídla,  jsem  za  model  MKP  zvolil  soubor 
 Bernoulliho  nosníkových  elementů  doplněných  o torzní  deformací  podél  elementu. 


Deformaci  křídla  ve  směru  letu  a  po  rozpětí  křídla  zde  zanedbávám.  Více  informací  a 
 hlubší popis metody uvedu v kapitole 2.1. 


Protože  jak  CFD  tak  i  MKP  metody  představují  především  extenzivní  manipulaci 
 s maticemi, a protože mnou vyvíjený aeroelastický model jsem chtěl uzpůsobit snadné 
 implementaci,  modifikaci  a  rozšíření  do  dalších  aplikací  napsaných  v jiných 
 programovacích  jazycích,  zvolil  jsem  vývojové  prostředí  MATLAB.  Program  je  značně 
 rozšířený nejen mezi vědci na mojí fakultě, které bude model k dispozici, ale i po celém 
 světě  a  disponuje  oficiálním  velice  propracovaným  souborem  nápovědy,  který  mi  již 
 nesčetněkrát  pomohl  s implementací  nespočtu  výpočtových  algoritmů  v tomto 
 prostředí (7).  Všechny  maticové  operace  a  výpočetní  funkce  budu  realizovat  ve 
 výpočetním prostředí MATLAB s několika pravidly programové konstrukce. 


•  Ukládání proměnných do tří základních polí struktur 


o  aero – obsahující všechny proměnné zasahující do VLM 
 o elast – zahrnující veličiny vstupující do MKP 


o  let – hodnoty letových podmínek, pro které proběhne CFD analýza 


•  Využití blokových funkcí pro snadnou implementaci dalších změn 
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o  Hlavní  kód  tak  zůstane  přehledný,  a  to  jak  v samotném  skriptu,  tak  i  ve 
 Workspace při Debuggingu 


o Kód  bude  lehce  modifikovatelný  pro  výpis  mezivýsledků,  které  značně 
 zpomalují celý výpočet a nemusejí být hlavním bodem zájmu 


•  Právě jeden hlavní skript pro řízení celého programu včetně zadávání vstupních 
 parametrů a definice výstupů 


Pro  samotnou  simulaci  aeroelastického  chování  posléze  využiji  blokové  prostředí 
 Simulink se vstupy a funkcemi definované z MATLAB. Výstupy z prostředí Simulink lze 
 uložit a dále zpracovat v prostředí MATLAB stejně jednoduchým způsobem. 


Obr. 1  Základní struktura modelu 
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1.   Aerodynamický model 


Cílem mého aerodynamického modelu je simulovat zatížení budoucí elastické struktury 
 od  aerodynamických  sil  způsobené  subsonickým,  nestlačitelným  a  neviskózním 
 uniformním prouděním okolo vztlakové plochy leteckého křídla. Samotné křídlo pro účel 
 mé práce budu parametricky modelovat jako šípové, trapézové s proměnnými hloubkami 
 v ose symetrie a na konci křídla. Tento parametrický model tak lze snadno aplikovat pro 
 predikci  chování  jak  křídla  reálného  letounu,  během  normálního  provozu,  tak  i 
 zmenšeného modelu křídla určeného pro výzkum ve větrném tunelu. 


V první kapitole seznámím čtenáře s problematikou geometrie, názvosloví a terminologie 
 křídla, tedy půdorysného tvaru, a v následující kapitole pohovořím o problematice NACA 
 profilů  křídla,  kterých  jsem  se  zde  rozhodl  využít  pro  jejich  univerzálnost  a  snadnou 
 parametrickou reprezentaci, jakožto tvaru v bokorysu.  


Neodmyslitelně  spřažené  s geometrií  křídla  jsou  i  letové  podmínky,  jejichž  stanovení 
 stručně  uvedu  pro  úplnou  transparentnost  modelu.  Takto  stanovené  veličiny  jsou 
 vstupními  parametry  pro  vyšetření  tří-dimenzionálního  proudění  okolo  konečného 
 leteckého  křídla,  kde  jsem  s ohledem  k výše  uvedeným  podmínkám  proudění  zvolil 
 panelovou  metodu  Vortex  Lattice  Method  (VLM).  Tato  metoda  pracuje  s plochou 
 středních křivek křídla rozdělené na panely a taková úloha vede na další nutné doplnění 
 geometrie, ale abych zachoval kauzalitu postupu, uvedu tuto geometrickou úlohu 1.4.1 
 separátně od kapitoly o geometrii 1.1. Úloha vytvoření panelů není de-facto tak docela 
 součástí  aero  modelu,  jako  součástí  aero  modelu  v prvním  kroku.  Tato  geometrie  je 
 v následném  kroku  deformována  dle  elastického  modelu  a  do  dalšího  kroku  vstupuje 
 pouze obnovená aero mříž. 


Výpočet kompletního aerodynamického modelu bude třeba provést před každým krokem 
simulace elastického chování na obnovené, resp. deformované, elastické síti, a protože 
VLM disponuje paměťově náročnějšími datovými strukturami, rozhodl jsem se tyto data 
ukládat pouze lokálně, a ne v globální časové struktuře pro časovou i výpočetní úsporu. 
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1.1.  Geometrie křídla 


Typů leteckých křídel běžně používaných na dnešních letounech je nespočet, avšak jedna 
 půdorysná konfigurace poskytuje parametrické postižení velké části z nich. Proto i zde 
 volím  parametrické  vyjádření  lichoběžníkového  křídla  s pozitivním  šípem.  Na  Obr.  2 
 vykresluji  půdorysný  tvar  uvažovaného  křídla  s parametry  rozpětí  křídla  𝑏,  hloubky 
 křídla v ose souměrnosti 𝑐y, hloubky koncového profilu 𝑐z, hloubky v obecném průřezu 
 podél rozpětí 𝑐 a úhel šípu 𝜅. 


Zde zavádím i systém souřadnic, který osou 𝑥 sleduje osu symetrie křídla, osa 𝑦 sleduje 
 jeho  rozpětí  a  souřadnice  𝑧  směřuje  kolmo  vzhůru  k půdorysné  rovině  𝑥𝑦.  Samotný 
 počátek  kartézského  pravotočivého  systému  souřadnic  tak  volím  v ose  symetrie  na 
 náběžné hraně, jak je zobrazeno na Obr. 2. 


Dále  uvádím  rovnice  dalších  charakteristik  křídla  potřebných  k dalšímu  výpočtu 
 vyplívajících z parametrů pro konvenčně1 stanovanou půdorysnou plochu 𝑆, štíhlost 𝜆 a 
 zúžení 𝜂 (4). 


1  Výpočet  půdorysné  plochy  je  běžně  stanoven  pro  úhel  šípu  sevřený  mezi  náběžnou  hranou  a  osou 
 souřadnice po rozpětí křídla. Výpočet je tak pouze přibližný, ale protože se úhel šípu pohybuje u většiny 
 křídel cca do 20°, rozdíl oproti přesnému řešení je zanedbatelný a pro mojí aplikaci tak použitelný. 
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Obr. 2  Půdorys leteckého křídla 
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 𝑆 = 𝑏𝑐y+ 𝑐z


2 , 𝜆 =𝑏…


𝑆 , 𝜂 =𝑐z
 𝑐y . 
 Pro hloubku křídla 𝑐(𝑦) v obecném místě poté platí rovnice 


𝑐(𝑦) = 𝑆


(1 + 𝜂) 𝑏2 †1 −1 − 𝜂


𝑏 |2𝑦|‰ .  (1) 


Rovnice (1) je nezbytná pro vyčíslení geometrie v průřezech rovnoběžných s rovinou 𝑥𝑧, 
 tj. profilu křídla, který definuji v následující kapitole. 



1.1.1.  Letecký profil 


Primárním  úkolem  křídla  je  generovat  vztlakovou  aerodynamickou  sílu  nesoucí  celou 
 váhu letounu a zároveň se vyvarovat přílišnému navýšení odporu proti pohybu ve směru 
 letu  navyšující  nároky  na  výkon  a  letové  vlastnosti  letounu.  Uzavřená  křivka  vzniklá 


řezem prezentovaného křídla rovinou ve směru nabíhajícího proudu se nazývá profilem. 


Na  Obr.  3  je  znázorněn  profil  v rovině  souměrnosti  křídla,  na  kterém  dále  definuji 
 parametry, kde 


𝑈‹‹⃗   … vektor nabíhajícího proudu 
 𝛼   … úhel náběhu 


𝑀   … relativní maximální vzepětí profilu 
 𝑃   … relativní poloha maximálního vzepětí 
 𝑇’   … relativní maximální tloušťka profilu 


  𝑧“, 𝑧”, 𝑧•    … 𝑧 souřadnice horní/dolní křivky, střední křivky profilu. 


α
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Obr. 3  Profil křídla 
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Jak jsem nastínil úvodem práce, rozhodl jsem se problematiku zadávání geometrie profilu 
 řešit  4místným  kódováním  NACA,  kde  jsou  výsledné  křivky  profilu  vyjádřeny  dle 
 následujících rovnic (8). 


𝑧• = 𝑀


𝑃…(2𝑃𝑥 − 𝑥…); 𝑥 ∈ [0; 𝑃], 𝑧• = 𝑀


(1 − 𝑃…)(1 − 2𝑃 + 2𝑃𝑥 − 𝑥…); 𝑥 ∈ [𝑃; 1]  (2) 
 𝑑𝑧•


𝑑𝑥 = 2𝑀


𝑃… (𝑃 − 𝑥); 𝑥 ∈[0; 𝑃],𝑑𝑧•


𝑑𝑥 = 2𝑀


(1 − 𝑃…)(𝑃 − 𝑥); 𝑥 ∈ [𝑃; 1] (3) 
 𝑧› = 𝑇’


0.2(𝑎y𝑥y.•+ 𝑎ž𝑥 + 𝑎…𝑥…+ 𝑎Ÿ𝑥Ÿ+ 𝑎 𝑥 )  (4) 
 𝑧“ = 𝑧•+ 𝑧›cos †atan †𝑑𝑧•


𝑑𝑥‰‰ , 𝑧” = 𝑧• − 𝑧›cos †atan †𝑑𝑧•


𝑑𝑥‰‰  (5) 
 Rovnice (4) zde popisuje závislost tloušťky profilu 𝑧› jako funkci souřadnice 𝑥 a konstanty 
 𝑎ž,…,Ÿ,  , jejichž hodnoty uvádím pro úsporu pouze v Seznam použitých parametrů. Rovnice 
 (2)  až  (5)  společně  s parametrickým  vyjádřením  hloubky,  resp.  délky  tětivy  profilu, 
 v rovnici (1) mi zajišťují stanovení tvaru profilu v jakémkoliv průřezu křídla2. 



1.2.  Letové podmínky 


Pro určení parametrů letových podmínek jsem se zde snažil využít co nejmenšího počtu 
 vstupních parametrů, tj. rychlosti nabíhajícího proudu ¡𝑈‹‹⃗¡ a úhlu náběhu 𝛼 znázorněných 
 na Obr. 3 a letové výšky ℎ. 


Pro  stanovení  fyzikálních  vlastností  obtékané  tekutiny  jsem  využil  zjednodušeného 
 modelu atmosféry, kde jsou parametry teploty 𝑇, rychlosti zvuku 𝑎, statického tlaku 𝑝, 
 hustoty  𝜌  a  dynamické  viskozity  𝜇  stanoveny  funkcemi  závislé  pouze  na  proměnné 
 výšce ℎ a to za předpokladu reprezentace vzduchu jako ideálního plynu (IP) (9), a tedy 
 platí stavová rovnice IP 


𝑝 = 𝜌𝑟𝑇   ,  (6) 


2 Jak lze pozorovat ze zmíněných rovnic a náčrtů geometrie, plocha tvořená tětivami křídla je totožná 
s rovinou 𝑥𝑦 a vektor rychlosti má při nenulovém úhlu náběhu obecný směr. 
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kde 𝑟 je plynová konstanta vzduchu, a rovnice rychlosti zvuku 


𝑎 = §𝛾𝑟𝑇   ,  (7) 


kde 𝛾 je Poissonova konstanta. Poissonova konstanta, jakožto poměr měrných tepelných kapacit, 
 je  obecně  funkcí  teploty,  avšak  pro  úzké  pásmo  teplot,  které  poskytuje  prezentovaný  model 
 atmosféry je aproximace konstantní hodnotou dvouatomového plynu plně dostačující. 


Pro  stanovení  dynamické  viskozity  jako  𝜇 = 𝜇(𝑇)  zde  využiji  lineární  závislosti 
 Sutherlandova vzorce, a proto 


𝜇 = 𝑆√𝑇
 1 +𝐶


𝑇


   ,  (8) 


kde 𝑆 a 𝐶 jsou koeficienty stanovení korelací experimentů. Pro vyčíslení rovnic (7) a (8) 
 musím určit nejdříve teplotu, kterou stanovím na dvou intervalech atmosféry. Pro interval 
 ℎ ∈ [0; ℎ«¬] budu dále hovořit jako o pásmu troposféry a na intervalu ℎ ∈ [ℎ«¬; ℎ-«] jako o oblasti 
 stratosféry.  Pro  mojí  aplikaci  výsledného  aerodynamického  modelu  je  takový  rozsah  více  než 
 dostačující,  kdy  horní  mez  ℎ-«= 20 𝑘𝑚. 𝑛. 𝑚.  Pro  kalkulaci  teploty  v troposféře  využívám 
 lineárního úbytku teploty s výškou 𝑇“ procházející bodem normální teploty 𝑇y při ℎ = 0 𝑚. 𝑛. 𝑚. 


Pro oblast stratosféry potom předpokládám stagnaci teploty na hodnotě 𝑇 = 𝑇(ℎ«¬) odpovídající 
 rozmezí mezi uvažovanými pásmy. S těmito předpoklady platí následující vzorce. 


𝑇 = 𝑇y− 𝑇“ℎ;  ℎ ∈ [0; ℎ«¬], 𝑇 = 𝑇y− 𝑇“ℎ«¬;  ℎ ∈ [ℎ«¬; ℎ-«]  (9) 
 Z Eulerovy rovnice hydrostatiky s ohledem k souřadnici ℎ sledující osu 𝑧 platí 


𝑑𝑝 = −𝜌𝑔𝑑ℎ  ,  (10) 


kde 𝑔  je  gravitační  zrychlení. Vytvořením  diferenciální  formy  první  části  rovnice  (9)  a 
 dosazením  do  rovnice  (10)  při  respektování  chování  ideálního  plynu  v rovnici  (6) 
 získávám závislost 𝑝 = 𝑝(𝑇) v pásmu troposféry.


𝑑𝑝 = − 𝑝


𝑟𝑇𝑔𝑑ℎ;  𝑑ℎ = −𝑑𝑇
 𝑇“


𝑑𝑝 = 𝑝𝑔
𝑟𝑇“𝑇𝑑𝑇 
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 𝑝


𝑝y = ²𝑇(ℎ)
 𝑇y ³


µ«´¶


;   ℎ ∈ [0; ℎ«¬]  ,  (11) 


kde 𝑝y  je  normální  tlak  u  hladiny  moře.  Obdobným  způsobem  stanovuji  závislost  𝑝 = 𝑝(ℎ) 
 v oblasti stratosféry. 


𝑑𝑝 = − 𝑝
 𝑟𝑇𝑔𝑑ℎ 
 𝑑𝑝 = −𝑝𝑔


𝑟𝑇𝑑ℎ 


𝑝
 𝑝y†𝑇(ℎ)


𝑇y ‰


µ«´¶


= 𝑒²


´


µ«(“)(“¸¹º“)³


;   ℎ ∈ [ℎ«¬; ℎ-«]  ,  (12) 


Rovnice (7) až (12) plně popisují vlastnosti obtékaného média jako funkci výšky a jejich 
 průběhy jsou uvedeny na Obr. 4. 


Obr. 4  Vlastnosti obtékané tekutiny podél m.n.m 
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1.3.  Aerodynamika ideálního proudění 


Ideálním  prouděním  zde  budu  rozumět  uniformní,  nevazké  a  nestačitelné  proudění 
 splňující Eulerovy rovnice hydrodynamiky spolu s rovnicemi kontinuity a stavové rovnice 
 ideálního plynu. 



1.3.1.  Rovinné proudění ideální tekutiny 


Můj model konečného křídla je trojrozměrným problémem, avšak rovnice ve 3D lze získat 
 rozšířením  rovnic odvozených  ve  2D  do  třetího  rozměru  a  samotná  odvození  jsou  tak 
 méně pracná i méně náročná na vizualizaci. V této kapitole tedy vyšetřím proudění okolo 
 rovinné  desky,  zavedu  veličinu  cirkulace  a  desku  posléze  pomocí  Kutta-Žukowského 
 podmínky rozšířím na případ obtékání tenkého leteckého profilu.  


Konvenčně  se  pro  aerodynamické  vlastnosti  2D  profilu  v obtékající  tekutině  využívá 
 popisu rychlostního pole, pro které v mém souřadném systému platí 


𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑧), 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑧), 𝑈‹‹⃗(𝑥, 𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑧)𝚤⃗ + 𝑤(𝑥, 𝑧)𝑘‹⃗  , 
 kde 𝑢, 𝑤  … rychlosti podél osy 𝑥 resp. 𝑧 


𝚤⃗, 𝑘‹⃗  … jednotkový vektor osy 𝑥 resp. 𝑧 


𝑈‹‹⃗  … vektor rychlosti v obecném místě roviny. 


Proudění  splňující  mé  požadavky  musí  zároveň  splňovat  rovnici  kontinuity,  kdy  při 
 uvažování fixní uzavřené křivky 𝐶 a ideální nestlačitelné tekutiny o konstantní hustotě, 
 musí  platit  rovnováha  mezi  přítokem  a  výtokem  proudící  tekutiny.  Míra  výtoku 
 integrovaná po celé křivce 𝐶 musí být tedy roven nule. 


¿ 𝑈‹‹⃗ ∙ 𝑛‹⃗ 𝑑𝑠


Â


= 0 . (13) 


Uvažovaná křivka spolu s orientací elementárních přírůstků 𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑠 je orientována tak, 
aby lokální normála křivky 𝑛‹⃗ směřovala ven z uzavřeného obsahu 𝐷.  
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Cirkulace Г okolo uzavřené křivky je definována jako její záporný integrál tečné složky 
 rychlosti pro tečný vektor křivky 𝜏⃗. 


Г = − ¿ 𝑈‹‹⃗. 𝜏⃗ 𝑑𝑠


Â


 . (14) 


S přihlédnutím k Obr. 5 popisujícího vztahy mezi 
 křivočarou  souřadnicí  a  Kartézským  systémem 
 souřadnic dále platí 


𝑛‹⃗ 𝑑𝑠 = 𝚤⃗𝑑𝑧 − 𝑘‹⃗𝑑𝑥 , 
 𝜏⃗ 𝑑𝑠 = 𝚤⃗ 𝑑𝑥 + 𝑘‹⃗ 𝑑𝑧 . 


Paralelně s rovnicí kontinuity musí v mé aplikaci proudění splňovat i Eulerovy rovnice 
 hydrodynamiky 


𝜌𝐷𝑈‹‹⃗


𝐷𝑡 = −∇𝑝 + 𝜌𝑓⃗ . (15) 


Aerodynamické  síly  působící  na  obtékané  těleso  obepnuté  křivkou  𝐶  lze  vypočítat 
 integrací rovnice (15) přes plochu 𝐷. Aplikací Greenovy věty na první člen pravé strany a 
 dosazením z rovnice (13) dostávám 


𝐹⃗Ê = −𝜌 Ë 𝑓 𝑑𝐴


Í


= − ¿ 𝑝𝑛‹⃗ 𝑑𝑠


Â


 , 


𝐹Ê’ = − ¿ 𝑝 𝚤⃗ ∙ 𝑛‹⃗ 𝑑𝑠


Â


= − ¿ 𝑝 𝑑𝑧


Â


, 𝐹ÊÎ= − ¿ 𝑝 𝑘‹⃗ ∙ 𝑛‹⃗ 𝑑𝑠


Â


= ¿ 𝑝 𝑑𝑥


Â


 . (16) 
 Běžnou praxí je zde zanedbání externích objemových sil působící na tekutinu a rovnice 
 (15) přechází ve tvar Bernoulliovy rovnice 


𝑝 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡. −1


2𝜌𝑈… . (17) 


C


nds
 dz


dx
 D


τ ds


Obr. 5  Vztah křivočarého elementu ke 
Kartézskému systému 
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Pro  další  výpočty  zde  zavádím  veličinu  komplexní  rychlosti  𝑊(𝜀) = 𝑢 − 𝑖𝑤,  kde 
 souřadnice  𝜀 = (𝑥 + 𝑖𝑧)  definuje  bod  křivky.  Rozšířením  (16)  do  komplexní  formy  a 
 integrací s využitím (17) dostávám rovnici Blasiusova teorému 


𝐹Ê’ − 𝑖𝐹ÊÎ = − ¿ 𝑝(𝑑𝑧 + 𝑖𝑑𝑥)


Â


= −𝑖 ¿ 𝑝𝑑𝜀∗


Â


 , 


𝐹Ê’ − 𝑖𝐹ÊÎ = −𝑖 ¿ ²𝑈 +𝜌𝑈…


2 −𝜌𝑈…
 2 ³ 𝑑𝜀∗


Â


=𝑖𝜌


2 ¿ 𝑈…𝑑𝜀∗


Â


=𝑖𝜌


2¿ 𝑊𝑊∗𝑑𝜀∗


Â


 , 


𝐹Ê’ − 𝑖𝐹ÊÎ = −𝑖𝜌


2 ¿ 𝑊…𝑑𝜀∗


Â


 . (18) 


Pomocí komplexních proměnných lze modelovat několik případů proudění ve 2D jakožto 
 zobrazení 𝑊 v komplexní rovině. Dále uvažuji komplexní rychlost ve tvaru 


𝑊(𝜀) = 𝐴z𝜀z= 𝐴z𝑟z𝑒ÔzÕ , 


kde  𝐴z  je  obecná  komplexní  konstanta  škálujíc  rychlostní  pole,  𝑟  a  𝜃  jsou  polární 
 souřadnice a 𝑘 je obecná reálná konstanta. Uvažovanou křivku 𝐶 pokládám jako kruh se 
 středem v počátku a poloměru 𝑎, a proto platí 𝜀 = 𝑎𝑒ÔÕ. Podél křivky platí 


𝑑𝜀 = 𝑑×𝑎𝑒ÔÕØ = 𝑎𝑖 𝑒ÔÕ𝑑𝜃 , 
 𝑤 = 𝐴z𝑎z𝑒ÔzÕ;  𝜃 ∈ [0; 2𝜋] , 


¿ 𝑊 𝑑𝜀


Â


= 𝐴zÚ 𝑎…Û z𝑒ÔzÕ𝑎𝑖 𝑒ÔÕ𝑑𝜃


y


= 𝑖𝑎zÜž𝐴zÚ 𝑒…Û Ô(zÜž)Õ𝑑𝜃


y


 , 


𝐴z¿ 𝜀z 𝑑𝜀


Â


= 𝑖𝑎zÜž𝐴zÝ𝑒Ô(zÜž)Õ
 𝑖(𝑘 + 1)Þ


y


…Û


= 0 ; 𝑘 ≠ −1 , (19) 


𝐴ºž¿ 𝜀ºž 𝑑𝜀


Â


= 𝑖𝐴ºžÚ 𝑑𝜃


…Û
 y


= 2𝜋𝑖𝐴ºž ; 𝑘 = −1 .  (20) 
V obou rovnicích (19) i (20) nevystupuje proměnná poloměru zvoleného kruhu a ukazuje 
se, že cirkulace Г ani výtok 𝑄 nezávisí na tvaru uzavřené křivky 𝐶, pokud obepíná ty samé 
útvary či singularity (zdroje, propady, dvoj pár, …). Lze ukázat, že uvažovaný případ pro 
𝑘 = −1  odpovídá  proudovému  poli  s bodovým  zdrojem  v počátku.  Pro  komplexní 
rychlost proudění o předpisu 𝑊 =áâãä  platí dle (20), 



(18)18 
 𝑊Î”µåæ = 𝑄


2𝜋𝜀 , 
 𝑊çíµ = 𝑖 Г


2𝜋𝜀 . (21) 


Nyní budu uvažovat uniformní proud o rychlosti 𝑈 nabíhající pod úhlem 𝛼 pozitivně od 
 osy 𝑥 a vír v počátku o síle Г dle (21) a tedy 


𝑊(𝜀) = 𝑈𝑒ºÔè+ 𝑖 Г


2𝜋𝜀 , (22) 


𝑊…(𝜀) = 𝑈…𝑒ºÔ…è+ 𝑖𝑈Г


𝜋𝜀𝑒ºÔè− Г…
 4𝜋…𝜀… , 


¿ 𝑊…𝑑𝜀


Â


= 2𝜋𝑖 †𝑖𝑈Г


𝜋𝜀𝑒ºÔè‰ = −2𝑈Г𝑒ºÔè . (23) 
 Dosazením (23) do (18) 


𝑓Ê’ − 𝑖𝑓ÊÎ = −𝑖𝜌𝑈Г𝑒ºÔè , 


𝑓Ê’ = 0; 𝑓ÊÎ= 𝜌𝑈Г . (24) 


Rovnosti  uvedené  ve  (24)  tvoří  Kutta-Žukovski  podmínku,  kdy  nevazká  tekutina  není 
 schopna  tvořit  odporovou  aerodynamickou  složku  a  vír  o  pozitivní  cirkulaci  indukuje 
 kladnou vztlakovou sílu. 


S takto definovanými veličinami mohu přestoupit k úvaze o rovinné desce, kdy jsou víry 
 distribuovány  po  celé  hloubce  desky  0 ≤ 𝜀ê ≤ 𝑐,  viz  Obr.  6,  s vírovou  intenzitou  𝛾(𝜀ê). 


Náhradou  celkové  cirkulace  v rovnici  (22)  je  rychlostní  pole  v komplexní  rovině 
 vyjádřeno dle 


𝑊(𝜀) = 𝑈𝑒ºÔè+ 𝑖


2𝜋¿ 𝛾
 𝜀 − 𝜀ê𝑑𝜀ê


Â


 , 



δx u
h


δx u
d


0



0 c



0 x' x


Obr. 6  Elementární cirkulace desky 
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a jelikož nepřipouštím proudění tekutiny skrze desku, která sleduje souřadnici 𝑥ê ≡ 𝜀ê, 
 pro vertikální složku rychlosti platí 


𝑤(𝑥) = 𝑈 sin 𝛼 − 1


2𝜋Ú 𝛾


𝑥 − 𝑥ê𝑑𝑥ê


•
 y


= 0 , 


Ú 𝛾


𝑥 − 𝑥ê𝑑𝑥ê


•
 y


= 2𝜋𝑈 sin 𝛼 . (25) 


Řešení  integrálu  ve  (25)  lze  vyčíslit  pomocí  Glauertova  integrálu,  který  operuje  na 
 souřadnici  𝜒  konvenčně  využívanou  pro  popis  tvaru  profilů  z důvodu  nahromadění 
 vzorkovacích bodů okolo náběžné a odtokové hrany. Tuto souřadnici transformuji dle 


𝑥(𝜒) = 𝑐


2(1 + cos 𝜒);  𝜒 ∈ [0; 𝜋] . (26) 


Glauertův integrál je pro ∀𝑛 ∈ ℕ definovaný 
 Ú cos(𝑛𝜒ê) 𝑑𝜒ê
 cos 𝜒 − cos 𝜒


Û
 y


=−𝜋 sin(𝑛𝜒)


sin(𝜒)  . (27) 


Výraz vzniklý dosazením (26) do (25) je již vhodný pro aplikaci (27) 
 𝑑𝑥ê = −𝑐 sin 𝜒ê


2 𝑑𝜒ê , 
 Ú 𝛾 sin 𝜒ê


cos 𝜒 − cos 𝜒ê𝑑𝜒ê


Û
 y


= 2𝜋𝑈 sin 𝛼 . (28) 


Vyčíslím-li  rovnici  (27)  pro  𝑛 = 0,1  jsem  schopen  výraz  sin 𝜒  vyjádřit  jako  fázově 
 posunutý cos 𝜒 o konstantu 𝐶… a dostávám 


Ú 𝑑𝜒ê


cos 𝜒 − cos 𝜒


Û
 y


= 0 , Ú cos 𝜒ê𝑑𝜒ê
 cos 𝜒 − cos 𝜒


Û
 y


= −𝜋 , 


Ú 𝐶… + cos 𝜒ê𝑑𝜒ê
 cos 𝜒 − cos 𝜒


Û
 y


= −𝜋 (29) 


Konečně porovnáním (28) a (29) 


𝛾(𝜒) = −2𝑈 sin 𝛼𝐶…+ cos 𝜒
sin 𝜒  . 
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Aplikací Kutta-Žukovski podmínky, aby intenzita vířivosti na odtokové hraně 𝑥 = 𝑐 nebo 
 𝜒 = 0  nerostla  do  nekonečna  a  byl  tak  zaručen  hladký  odtok  tekutiny  do  volného 
 prostoru, jsem schopen vyčíslit 𝐶… = −1 a výraz přechází ve tvar 


𝛾(𝜒) = 2𝑈 sin 𝛼1 − cos 𝜒


sin 𝜒  . (30) 


Takto lze řešit intenzitu vířivosti po celé délce až na náběžnou a odtokovou hranu, na 
 kterých není rovnice (30) definována. Lze ukázat, že pomocí konformního mapování a 
 Žukovského transformace je komplexní rychlost podél desky (9) 


𝑊(𝜒) =𝑈 sin(𝜒 − 𝛼) + Г𝜋𝑐


sin 𝜒  . (31) 


Nulová imaginární část tohoto výrazu odpovídá nulovému proudění skrz desku a 𝑊(𝜒) 
 tak přímo odpovídá 𝑢(𝜒). Položením jmenovatele rovnému nule dostávám 𝜒 souřadnice 
 tzv. stagnačních bodů kde, ačkoliv je deska obtékána rychlostí 𝑈, musí být rychlost nulová. 


Pro odtokovou hranu 𝜒 = 0 přechází výraz čitatele (31) položený nule do 


Г = 𝜋𝑐𝑈 sin 𝛼 . (32) 


S odkazem na Obr. 6 pro elementární cirkulaci okolo obecného bodu desky 𝑥ê platí 
 𝛿Г = (𝑢“− 𝑢”)𝛿𝑥 


Г = Ú (𝑢• “− 𝑢”)𝑑𝑥


y


= Ú ×𝑢(𝜒) − 𝑢(−𝜒)Ø−𝑐 sin 𝜒


2 𝑑𝜒


y
 Û


Г = 𝑐


2Ú ×𝑢(𝜒) − 𝑢(−𝜒)Ø sin 𝜒 𝑑𝜒Û


y


. 


Poněvadž (31) přímo odpovídá rychlosti 𝑢(𝜒), lze integrant rovnice výše substituovat dle 


×𝑢(𝜒) − 𝑢(−𝜒)Ø sin 𝜒 = 2𝑈 sin 𝛼 (1 − cos 𝜒) . 
 Г = 𝑐𝑈 sin 𝛼 Ú (1 − cos 𝜒)𝑑𝜒Û


y


= 𝜋𝑐𝑈 sin 𝛼 . (33) 


Rovnost (33) explicitně udává cirkulaci Г pro desku jako sumu po celé její délce, a tak lze 
jednoduše  vypočítat  dle  rovnice  (24)  vztlak  na  délce  1𝑚  rozpětí  nekonečné  desky.  Ve 
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skutečnosti je ale cirkulace rozprostřena po celém intervalu [0; 𝑐] skrze intenzitu vířivosti 
 𝛾 a platí tak 


𝑓ÊÎ = 𝜌𝑈Г = 𝜌𝑈 Ú 𝛾 𝑑𝑥


•
 y


 . 


S referencí k Obr. 6 lze pro elementární přírůstek vztlakové síly psát 
 𝛿𝑓ÊÎ = 𝜌𝑈𝛾 𝑑𝑥 , 


a pro elementární přírůstek momentu vzhledem k náběžné hraně potom 
 𝛿𝑚Ê = −𝑥𝛿𝑓ÊÎ= −𝜌𝑈𝛾𝑥 𝑑𝑥 . 


Per-partes integrací výrazu přes celou desku za dosazení výrazu (30) a pomocí převodu 
 do  souřadnice  𝜒  počítám  celkový  moment  𝑚Ê  působící  na  desku  vzhledem  k náběžné 
 hraně a mému souřadnému systému  


𝑚Ê = 𝜌𝑈 Ú 𝛾𝑥 𝑑𝑥•


y


=𝜌𝑈…𝑐…sin 𝛼


2 Ú (1 − cos 𝜒)(1 + cos 𝜒)𝑑𝜒Û


y


 , 


𝑚Ê =𝜌𝑈…𝜋𝑐…sin 𝛼


4  . 


Konečnou  otázkou  tedy  zbývá,  kde  přesně  je  působiště  vztlakové  síly  𝑓ÊÎ  tak,  aby 
 neovlivňovala známý moment 𝑚Ê a byla ekvivalentní své distribuci po celé délce desky. 


Myšlená distribuce 𝑓ÊÎ na neznámém rameni 𝑥 musí generovat moment 𝑚Ê, a proto 


𝑥 =𝑚Ê


𝑓ÊÎ = 𝜌𝑈…𝜋𝑐…sin 𝛼
 4𝜌𝑈…𝜋𝑐 sin 𝛼= 𝑐


4. (34) 


Rovnice (34) napovídá, že v ž hloubky 𝑐 se nachází působiště aerodynamické vztlakové 
 síly, a proto vír umístím na tuto souřadnici. Potřebuji ale zaručit, že tento jediný vír bude 
 dobře reprezentovat celou desku a že bude stále splněna podmínka její nepropustnosti 
 v normálovém směru.  


Posunutím víru do ž𝑐 přechází vztah (22) s dosazením za cirkulaci Г ze (33) do tvaru 


𝑊(𝜀) = 𝑈𝑒ºÔè+ 𝑖Г
 2𝜋 ñ𝜀 −𝑐


4ò


= 𝑈 ó𝑒ºÔè+ 𝑖 sin 𝛼
 2𝜀𝑐 −1


2
 ô , 


a normálovou složku rychlosti proudu získám v imaginární části 𝑊 dle 
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 𝑤(𝑥) = −𝐼𝑚(𝑤) = 𝑈 ósin 𝛼 − sin 𝛼


2𝑥𝑐 −1
 2


ô = 𝑈 ó1 − 1
 2𝑥𝑐 −1


2


 ô sin 𝛼 . (35) 


Rovnice (35) je v bezrozměrných souřadnicích vykreslena na Obr. 7, na kterém lze lehce 
 odečíst,  že  podmínka  je  splněna  v souřadnici  𝑥 =Ÿ𝑐.  Stejného  výsledku  lze  snadno 
 dosáhnout při položení závorky výrazu (35) rovné nule. Tomuto bodu budu nadále říkat 
 kolokační bod, který bude hrát významnou roli při finální konstrukci metody VLM. 


Pokud lze desku reprezentovat jedním vírem, lze ji přesněji popsat jejím rozdělením do 𝑛 
 segmentů, kdy každý segment splňuje podmínku nepropustnosti na Ÿ své místní délky a 
 výsledná reprezentace se bude zpřesňovat s nárůstem 𝑛. Uvažované dělení je znázorněno 
 na Obr. 8. 


Rovnice (22) pak nabývá součtového tvaru  
 𝑊(𝜀) = 𝑈𝑒ºÔè+ 𝑖Гž


2𝜋(𝜀 − 𝜀çž)+ 𝑖Г…


2𝜋(𝜀 − 𝜀ç…)+ ⋯ + 𝑖Г÷
 2𝜋(𝜀 − 𝜀ç÷) , 



c 4n ___ c c



4n ___



___ c 2n 2n ___ c ___



4n c 4n ___ c



2n ___ c ___
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x


Obr. 8  Dělení desky na n segmentů 


Obr. 7  Normálová složka rychlosti pro vír umístěný v ¼ c 
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kde  pro  souřadnice  jednotlivých  umístění  vírů  platí  𝜀çù =  ùºž ÷ ,  kde  𝑚 = 1,2, … , 𝑛. 


Extrakcí imaginární části dostávám normálovou složku rychlosti dle 
 𝑤(𝑥) = 𝑈 sin 𝛼 − 1


2𝜋† Гž


𝑥 − 𝑥çž+ Г…


𝑥 − 𝑥ç…+ ⋯ + 𝑖Г÷


2𝜋(𝑥 − 𝑥ç÷)‰ . (36) 
 Hodnoty  jednotlivých  cirkulací  Г÷  získám  lineární  soustavou  𝑛  rovnic  při  položení 
 rovnice (36) rovné nule pro všechny kolokační body 𝑥zù = ÷ù, kde opět 𝑚 = 1,2, … , 𝑛. 


𝑈 sin 𝛼 − 1


2𝜋ú û Гù
 𝑥zž− 𝑥çù


÷


ùüž


ý = 0 ,    


𝑈 sin 𝛼 − 1


2𝜋ú û Гù
 𝑥z…− 𝑥çù


÷


ùüž


ý = 0 , … 


𝑈 sin 𝛼 − 1


2𝜋ú û Гù
 𝑥z÷− 𝑥çù


÷


ùüž


ý = 0 .    
 Tuto lineární soustavu rovnic lze úsporně zapsat maticově 


1
 2𝜋


⎣⎢


⎢⎢


⎢⎢


⎢⎡ 1
 𝑥zž− 𝑥çž


1


𝑥zž− 𝑥ç… ⋯ 1
 𝑥zž− 𝑥ç÷


1
 𝑥z…− 𝑥çž


1


𝑥z…− 𝑥ç… ⋯ 1
 𝑥z…− 𝑥ç÷


⋮ ⋮ ⋱ ⋮


1
 𝑥z÷− 𝑥çž


1


𝑥z÷− 𝑥ç… ⋯ 1
 𝑥z÷− 𝑥ç÷⎦⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎤


⎣⎢


⎢⎢


⎢⎢


⎡Гž
 Г…


⋮
 Г÷⎦⎥⎥⎥⎥⎥⎤


= 𝑈 sin 𝛼


⎣⎢


⎢⎢


⎢⎢


⎡1
 1


⋮
 1⎦⎥⎥⎥⎥⎥⎤


 . 


Nyní  jsem  schopen  diakritizovat  rovinnou  desku  libovolným  množstvím  úseků,  které 
 věrně popisují cirkulaci okolo celé její délky a skrze jednotlivé cirkulace Г÷ lze dopočítat 
 síly  působící  na  jednotlivé  úseky.  Posledním  krokem  je  rozšířit  tuto  teorii  z obtékání 
 desky na obtékání leteckého profilu. Teorie obtékání úzkého profilu říká, že střední křivku 
 profilu  lze  rozdělit  na  konečné  množství  segmentů,  které  budou  dále  uvažovány  jako 
 rovinné desky, na které aplikuji dříve získané rovnice. Toto rozdělení je naznačeno na Obr. 
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Obr. 9  Dělení střední křivky profilu na n segmentů 
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Na rozdíl od celkové hloubky profilu 𝑐 zde pracuji s jednotlivými délkami segmentů ∆𝜀æ, 
 kterou vyjádřím pomocí jejich krajních bodů 𝜀æ ,𝑗 = 1,2, … , 𝑛 + 1 a tedy 


∆𝜀æ = 𝜀æÜž− 𝜀æ , 


a jednotlivé segmenty jsou taky různě natočeny vzhledem k ose 𝑥 
 𝛼æ = atan×arg∆𝜀æØ = atan∆𝑧æ


∆𝑥æ . 


Pro  souřadnice  umístění  vírů  𝜀çæ,  resp.  kolokačních  bodů  𝜀zÔ , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 + 1  platí 
 předpisy 


𝜀zÔ = 𝜀Ô+3


4∆𝜀Ô ;  𝜀çæ = 𝜀æ+1
 4∆𝜀æ . 
 Rovnice (22) potom pro 𝑖-tý kolokační bod nabývá tvaru 


𝑊(𝜀zÔ) = 𝑈𝑒ºÔè+ 𝑖


2𝜋û Гæ
 𝜀zÔ − 𝜀çæ


÷


æüž


 . (37) 


Pro zjednodušení zápisu a snadnou numerickou implementaci zavádím substituci 


𝑎Ôæ = 1


2𝜋×𝜀zÔ− 𝜀çæØ , 
 jejíž hodnoty budu nazývat koeficienty ovlivnění. 


Imaginární část výrazu (37) se zohledněním natočení všech segmentů dává předpis pro 
 normálovou komponentu rychlosti 


−𝐼𝑚 ñ𝑒Ôè)𝑊(𝜀zÔ)ò = 𝑈 sin(𝛼 − 𝛼Ô) + û −𝐼𝑚×𝑒Ôè)𝑖𝑎ÔæØГæ


÷


æüž


 . 


Totožným způsobem jako u desky o 𝑛 částech mohu sestavit maticový předpis lineární 
 soustavy 𝑛 rovnic 


û 𝐴Ôæ𝑥æ = 𝑏æ ,


÷


æüž


(38) 
 kde 


𝐴Ôæ = −𝐼𝑚×𝑒ÔÊ)Ê)*•Ø, 𝑥æ = Гæ


𝑐𝑈, 𝑏Ô = sin(𝛼Ô − 𝛼) . 
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Soustavu rovnic (38) opět řeším pro matici koeficientů ovlivnění 𝑎Ôæ a jednotlivé cirkulace 
 Гæ, ze kterých stanovím síly působící na každý segment. 



1.3.2.  Obtékání křídla konečných rozměrů 


Vztahy  odvozené  v předchozí  kapitole  popisují  aerodynamické  síly  působící  na 
 nekonečně  dlouhé  křídlo  ve  směru  osy  𝑦,  avšak  obtékání  konečného  křídla  způsobuje 
 laterální vyhýbání tekutiny po rozpětí křídla a tangenciální složka celkové rychlosti se tak 
 mění  oproti  předešlému  vyšetření.  Lze  ukázat,  že  každé  2D  proudění  ideální  tekutiny 
 splňující rovnici kontinuity (13) a Eulerovu rovnici hydrodynamiky (15) si tuto vlastnost 
 zachovává i do třetího rozměru. Potom dvourozměrné vírové vlákno ve směru 𝚥⃗ o cirkulaci 
 Г a středem ve 𝑥 =  𝑥ê, 𝑧 = 𝑧ê se v rychlostním poli dle (21) projevuje dle rovnice 


𝑢 − 𝑖𝑤 = 𝑖Г


2𝜋×(𝑥 + 𝑖𝑧) − (𝑥ê+ 𝑖𝑧ê)Ø . 


Pro popis pole ve 3D dále zavádím rádiusvektor 𝑟⃗ a vektor rychlosti 𝑈‹‹⃗ 


𝑈‹‹⃗(𝑟⃗) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝚤⃗ +𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝚥⃗ + 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘‹⃗ ; 𝑟⃗ = 𝑥y𝚤⃗ + 𝑦y𝚥⃗ + 𝑧y𝑘‹⃗ . 


Příspěvek rychlosti v bodě prostoru 𝑟⃗ê od přímého vírového vlákna v obecném směru tak 
 lze reprezentovat pomocí 


𝑈‹‹⃗(𝑟⃗) = Г𝑙‹‹⃗ê ×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)
 2𝜋¡𝑙‹‹⃗ê×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)¡… , 


kde 𝑙⃗ê je jednotkový vektor sledující vírové vlákno a 𝑟⃗ê udává bod na vlákně. Lze ukázat, 
 že na volbě umístění na vlákně nezáleží a vektorový součin čitatele vždy nabývá totožné 
 hodnoty. Úloha je přiblížena geometrickou reprezentací na Obr. 10. 


Vírové  vlákno  nemůže  vznikat  ani  zanikat  ve  volném  prostoru  a  nemusí  vykazovat 
vlastnost  přímosti.  Zakřivené  vírové  vlákno  tak  lze  modelovat  pomocí  přímočarých 
elementárních  segmentů  o  délce  𝑑𝑙,  které  přispívá  do  bodu  prostoru  𝑟⃗  indukovanou 
rychlostí 𝑑𝑈‹‹⃗ dle 
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 𝑑𝑈‹‹⃗ = Г


4𝜋


𝑑𝑙⃗×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)


|(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)|Ÿ  . (39) 


Vektor 𝑟⃗ê zde popisuje polohu uvažovaného segmentu 𝑑𝑙 a rovnice (39) se nazývá Biot-
 Savartovým zákonem.  


Obr. 10 popisuje přímočarý segment vírového vlákna paralelního s osou 𝑦. Pokud tedy 
 dále vektor 𝑙⃗ sleduje segment vlákna od jeho počátku po uvažovanou elementární část, 
 platí 


𝑑𝑙⃗ =𝑙⃗ê𝑑𝑙= −𝑙‹‹⃗𝑑(𝐻ê cot𝛽) =𝑙‹‹⃗ê 𝐻


sin…𝛽𝑑(𝛽) , 


¡𝑙‹‹⃗ê×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)¡ = |𝑟⃗ − 𝑟⃗ê| sin𝛽 =𝐻 . 
 Rovnici (39) potom lze přepsat do tvaru 


𝑑𝑈‹‹⃗ = Г
 4𝜋


𝑑𝑙⃗×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)


|(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)|Ÿ = Г
 4𝜋


ℎ
 sin…𝛽


𝑙ê


‹‹⃗×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)


† 𝐻
 sin𝛽‰Ÿ


𝑑𝛽 ,   


𝑑𝑈‹‹⃗ = Г
 4𝜋


𝑙ê


‹‹⃗×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)


¡𝑙‹‹⃗ê×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)¡…𝑑 cos𝛽 . 
 Integrací poslední rovnice získám 


dl'


dl' r-r2


H
 β1


β


r1 r


r-r'


r-r1


r2
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Obr. 10  Vírové vlákno v prostoru 



(27)27 
 𝑈‹‹⃗ = Г


4𝜋
 𝑙ê


‹‹⃗×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)


¡𝑙‹‹⃗ê ×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)¡…(cos𝛽ž− cos𝛽…) ,  (40) 
 kde pro popis indukované rychlosti přímým segmentem vírového vlákna používám jeho 
 hraniční vektory 𝑟⃗ž, 𝑟⃗…. Dále z definice skalárního součinu vyplívá 


cos𝛽ž− cos𝛽… =𝑙‹‹⃗ ∙ ²ê 𝑟⃗ − 𝑟⃗ž


|𝑟⃗ − 𝑟⃗ž|− 𝑟⃗ − 𝑟⃗…


|𝑟⃗ − 𝑟⃗…|³ , 
 a dosazením do (40) získávám 


𝑈‹‹⃗ = Г
 4𝜋


𝑙ê


‹‹⃗×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)


¡𝑙‹‹⃗ê×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)¡…𝑙‹‹⃗ ∙ ²ê 𝑟⃗ − 𝑟⃗ž


|𝑟⃗ − 𝑟⃗ž|− 𝑟⃗ − 𝑟⃗…


|𝑟⃗ − 𝑟⃗…|³.  (41) 
 Štíhlé obdélníkové křídlo o rozpětí 𝑏  budu dále reprezentovat úsečkou se souřadnicemi 
 𝑥 = 0, −2… ≤ 𝑦 ≤2…, 𝑧 = 0.  Jak  jsem  již  uváděl  dříve,  vírové  vlákno  nesmí  vznikat  ani 
 zanikat  v tekutině  a  přímé  vírové  vlákno  může  existovat  pouze  pokud  by  začínalo  a 
 končilo na hranici vyšetřovaného prostoru. Proto zde zavedu nový vírový útvar a tím je 
 vírová podkova viz Obr. 11. 


Vírová  podkova  se  skládá  ze  tří  částí,  a  to  jedné  báze  a  dvou  ramen  vycházejících  a 
 pokračujících do nekonečna. Protože je báze podkovy pevně spjatá s nyní uvažovaným 
 křídlem a pohybuje se s ním, neindukuje pro něj žádnou rychlost. Celé rozpětí křídla tak 
 lze modelovat souborem bází vírových podkov s konstantní cirkulací Г po celé jejich délce, 
 jejichž ramena indukují rychlosti k příslušným segmentům. Pro tyto ramena musí platit 
 rovnice (40), kdy s přihlédnutím k Obr. 10 musí pro ramena podkovy platit 


y' y


x
 z


-y'


Obr. 11  Vírová podkova 
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 𝑈‹‹⃗ = Г


4𝜋
 𝑙ê


‹‹⃗×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)


¡𝑙‹‹⃗ê×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê)¡…(cos𝛽ž− cos𝛽…); 𝛽ž →0,𝛽… =𝜋


2 ,  (42) 


kde  dále    𝑙‹‹⃗ =ê ∓𝚤⃗, 𝑟⃗ê =±𝑦ê𝚥⃗, 𝑟 = 𝑦𝚥⃗.  Čitatel  zlomku  lze  dále  upravit  a  výslednou 
 indukovanou rychlost 𝑞⃗ ramene vyjádřit 


𝑙‹‹⃗ê×(𝑟⃗ − 𝑟⃗ê) =∓𝚤⃗×(𝑦±𝑦ê)𝚥⃗ =∓(𝑦±𝑦ê)𝑘‹⃗ , 
 𝑈‹‹⃗(𝑦𝚥⃗) = Г


4𝜋² 𝑦 − 𝑦ê


|𝑦 − 𝑦ê|…− 𝑦 + 𝑦ê


|𝑦 + 𝑦ê|…³ 𝑘‹⃗ , 


= Г


4𝜋²(𝑦 + 𝑦ê) − (𝑦 − 𝑦ê)
 (𝑦 + 𝑦ê)(𝑦 − 𝑦ê) ³ 𝑘‹⃗ , 


𝑈‹‹⃗(𝑦𝚥⃗) = − Г
 2𝜋


𝑦ê


(𝑦ê…− 𝑦…)𝑘‹⃗ .  (43) 


Rovnice  (43)  udává  indukovanou  rychlost  podél  křídla  od  vírové  podkovy  umístěné 
 v počátku a náležící rovině 𝑥𝑦. Pro indukovanou rychlost podkovy o šířce 𝑏7 v počátku 
 souřadné soustavy platí 


𝑈‹‹⃗×0‹⃗Ø = − Г
 𝜋𝑏7𝑘‹⃗ . 


Nyní vírové vlákno umístím do proudící tekutiny, kdy v souladu s konvencí zavedené na 
 počátku této kapitoly pro uniformní proud pod náběžným úhlem 𝛼 


𝑈‹‹⃗(0) = 𝑈 cos 𝛼𝚤⃗ + ²𝑈 sin 𝛼 − Г
 𝜋𝑏7³ 𝑘‹⃗ . 


Obdobným způsobem z podmínky nepropustnosti do normálového směru dostávám pro 
 složku rychlosti ve směru osy 𝑧 cirkulaci této vírové podkovy jako 


Г = 𝜋𝑏7𝑈 sin 𝛼 .  (44) 


Rovnice (44) popisuje cirkulaci právě jedné vírové podkovy, avšak VLM metoda vede na 
využití nespočtu podkov, které mezi sebou interagují. Toto chování povede na obdobné 
soustavy lineárních rovnic, které jsem uvedl v kapitole o rovinném proudění a metodika 
zde zůstává naprosto stejná. Budu-li uvažovat dvě rovinné podkovy stejné cirkulace Г na 
sebe naléhající symetricky dle osy 𝑥, vírové vlákno ramen totožných s osou se navzájem 
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kompenzují a vzniká tak jediná vírová podkova o stejné cirkulaci a dvojnásobné velikosti 
 ve směru 𝑦. Takovým rozdělením ale nezvyšuji věrohodnost reprezentace křídla. Pokud 
 ale budu uvažovat čtyři podkovy rozmístěné symetricky k ose 𝑥 tak, aby zaujímaly celé 
 rozpětí  𝑏,  a  připustím-li  rozdílnou  cirkulaci  vnitřních  od  vnějších,  cirkulace  na 
 jednotlivých  ramenech  se  nekompenzují  a  dostávám  věrnější  model  indukovaných 
 rychlostí oproti reprezentace křídla pouze jednou vírovou podkovou. Obdobně k Obr. 8 
 lze sestavit strukturu podkov zobrazených na Obr. 12. 


Stejně tak jako jsem dělil v předchozí kapitole desku na 𝑛 segmentů popíšu souřadnice 
 podkov dle následujících předpisů 


𝑦çæ =𝑏


2−𝑗− 1


𝑏𝑛 , 𝑦zÔ = 𝑦çÔ− 1


2𝑏𝑛;   𝑗 = 1,2,1, … , 𝑛 + 1;  𝑖 = 1,2, … , 𝑛 . 
 Indukovanou rychlost z rovnice (42) vyjádřím jako 


𝑈‹‹⃗ = 𝑈×cos 𝛼 𝚤⃗ + sin 𝛼 𝑘‹⃗Ø + û Гæ− Гæºž
 4𝜋𝑏×𝑦•Ô− 𝑦çæØ𝑘‹⃗


÷Üž


æüž


 , 


kde pro normálovou složku protékající rovinou podkovy platí 


𝑈 sin 𝛼 + û Гæ− Гæºž
 4𝜋𝑏×𝑦•Ô− 𝑦çæØ


÷Üž


æüž


0 . 


Konečně  dostávám  soustavu  lineárních  rovnic  v obdobném  tvaru  jako  jsem  odvodil 
 rovnici (38) 


Г  - Г3


n-1


Г  - Гn


-Гn


Г1
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Obr. 12  Rozpětí křídla rozdělených do n vírových podkov  
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 1


4𝜋û 𝐴ÔæГæ


÷


æüž


= −𝑈𝑏 sin 𝛼 ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 , 


kde 𝐴Ôæ je opět maticí koeficientů ovlivnění. 


V kapitole o rovinném obtékání jsem ukázal, že pro věrnou reprezentaci profilu vírem je 
 jej třeba umístit do ž uvažované délky a kolokační body pro výpočet koeficientů ovlivnění 
 specifikovat do Ÿ. Tato vlastnost se přenáší beze změny do 3D a lze ukázat, že pro takto 
 posunutou podkovu ze vztahu (42) pro rameno 𝑙⃗ê = −𝚤⃗ platí 


𝑈‹‹⃗(𝑟⃗) = − Г
 2𝜋𝑏


⎝


⎛1 + 1
 :1 + ñ𝑏


𝑐ò


…


⎠


⎞𝑘‹⃗ . 


To samé musí platit i pro rameno 𝑙⃗ê = 𝚤⃗ díky symetrii a pro bázi vírové podkovy o 𝑙⃗ê = 𝚥⃗ 
 dostávám 


𝑈‹‹⃗(𝑟⃗) = − Г
 𝜋𝑐


⎝


⎛
 𝑏𝑐
 :1 + ñ𝑏


𝑐ò


…


⎠


⎞𝑘‹⃗ . 


Sečtením posledních dvou rovnic dostávám celkovou indukovanou rychlost působící do 
 kolokačního bodu umístěného ve Ÿ𝑐 


𝑈‹‹⃗(𝑟⃗) = − Г
 2𝜋𝑏


⎝


⎛1 + 1
 :1 + ñ𝑏


𝑐ò


…


⎠


⎞𝑘‹⃗ − Г
 𝜋𝑐


⎝


⎛
 𝑏𝑐
 :1 + ñ𝑏


𝑐ò


…


⎠


⎞𝑘‹⃗ . 


Tento výraz sám již odpovídá normálové složce rychlosti snažící se penetrovat rovinu víru 
 a  tedy  položím-li  tuto  složku  příslušné  složce  rychlosti  volného  proudu  𝑈 sin 𝛼 𝑘‹⃗ 


dostávám předpis cirkulace této vírové podkovy dle 
 Г = 𝜋𝑈𝑐 sin 𝛼


𝑐𝑏 +:ñ𝑐𝑏ò…+ 1
  . 


Shrnutím všech předešlých poznatků se konečně dostávám k samotné formulaci metody 
VLM. Vektor nabíhajícího proudu definuji jako 
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𝑈‹‹⃗ = 𝑈(cos 𝛼 , 0, sin 𝛼) , 


normálový vektor 𝑖-tého panelu v kolokačním bodě označím 𝑛‹⃗Ô a rychlost indukovanou 
 𝑗- tou vírovou podkovou o cirkulaci Гæ jako 𝑈ÔæГæ. Totožným způsobem, kterým jsem získal 
 rovnici (38) dostávám pro 𝑖-tý kolokační bod rovnici 


𝑈×𝚤⃗cos 𝛼 + 𝑘‹⃗ sin 𝛼Ø + û 𝑈ÔæГæ


÷


æüž


 ,  (45) 


z toho pro normálovou složku rychlosti na natočeném panelu 
 û×𝑛‹⃗Ô∙ 𝑈ÔæØГæ = −𝑈×𝑛‹⃗Ô ∙ 𝚤⃗cos 𝛼 + 𝑛‹⃗Ô ∙ 𝑘‹⃗ sin 𝛼Ø


÷


æüž


 , 


čímž se dostávám ke konečné rovnici maticového typu, kterou je nutné vyřešit pro určení 
 cirkulací Гæ ve všech kolokačních bodech, 


û 𝐴ÔæГæ


÷


æüž


= 𝑏Ô;  𝐴Ôæ = 𝑛‹⃗Ô ∙ 𝑈Ôæ, 𝑏Ô = −𝑈×𝑛‹⃗Ô∙ 𝚤⃗cos 𝛼 + 𝑛‹⃗Ô ∙ 𝑘‹⃗ sin 𝛼Ø .  (46) 
 Provedu-li zde úvahu úzkého profilu a proudu s náběžným úhlem 𝛼→0, normála všech 
 panelů  splývá  ve  𝑛‹⃗Ô = 𝑘‹⃗  a  matice  koeficientů  ovlivnění  odpovídá  rychlosti  ve  směru 
 normály v kolokačním bodě, tj. 𝐴Ôæ = 𝑤Ôæ. Vektor pravé strany 𝑏Ô = −𝑈. 



1.4.  MATLAB formulace Vortex Lattice Method 


Vortex Lattice Method (VLM), jak již název napovídá, je numerická metoda operující na 
panelech  diskretizované  geometrie.  Touto  geometrií  je  nejčastěji  hlavní  nosné  křídlo 
letadla,  jak  je  tomu  i  v mé  práci,  ale  i  můj  model  lze  doplnit  o  další  útvary  obtékané 
uniformním proudem tekutiny jako jsou např. křidélka a klapky, ocasní plochy, samotný 
trup letadla, motorové konzole atd. V předchozích kapitole Geometrie křídla jsem čtenáře 
seznámil  s parametrickým  popisem  mnou  uvažované  geometrie,  kterou  nyní  musím 
diskretizovat v panely, vírové doublet čáry a kolokační body tak, aby byly aplikovatelné 
rovnice získané v kapitole 1.3.2. 
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