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(3)
1. Skalární součin, norma


Cv. 1.1 Rozhodněte, zda následující zobrazení představují skalární součin na prostoruR2:
 (a) hx, yi=x1y1+ 2x1y2−2x2y1+ 5x2y2,


(b) hx, yi=−x1y1+x1y2+x2y1+ 4x2y2,
 (c) hx, yi=x1y2+x2y1+ 4x2y2,


(d) hx, yi=x1y1+ 2x1y2+ 2x2y1+ 5x2y2.


Řešení:


(a) Ne, protože není splněna symetrie. Například pro x = (1,0)T, y = (0,1)T
 je


hx, yi= 2 6=−2 = hy, xi,


(b) Ne, protože není splněna první vlastnost z deﬁnice skalárního součinu. Na-
 příklad pro x= (1,0)T je hx, xi=−1,což není kladná hodnota.


(c) Ne, protože není splněna první vlastnost z deﬁnice skalárního součinu. Na-
 příklad pro x= (1,0)T je hx, xi= 0 což není kladná hodnota.


(d) Ano. Musíme ověřit vlastnosti skalárního součinu:


• První vlastnost z deﬁnice. Upravme


hx, xi=x1x1+ 2x1x2+ 2x2x1+ 5x2x2


=x21+ 4x1x2+ 5x22 = (x1+ 2x2)2+x22 ≥0.


Hodnota je nulová pouze tehdy, když jsou oba sčítance nulové, tedy
 když


x1 + 2x2 = 0 a zároveň x2 = 0.


To nastane pouze pro x= (0,0)T, čímž je první vlastnost dokázána.


• Vlastnost se součtemhx+y, zi=hx, zi+hy, zi platí, protože


hx+y, zi= (x1+y1)z1+ 2(x1+y1)z2+ 2(x2+y2)z1+ 5(x2+y2)z2,
 hx, zi+hy, zi= (x1z1+ 2x1z2+ 2x2z1+ 5x2z2)


+ (y1z1+ 2y1z2+ 2y2z1 + 5y2z2),


• Vlastnost s násobky hαx, yi=αhy, xi platí, protože
 hαx, yi =αx1y1+ 2αx1y2+ 2αx2y1+ 5αx2y2,
 αhx, yi =α(x1y1+ 2x1y2+ 2x2y1+ 5x2y2).


• Symetrie: hx, yi=hy, xi platí, protože


hx, yi=x1y1+ 2x1y2+ 2x2y1+ 5x2y2,
hy, xi=y1x1+ 2y1x2+ 2y2x1+ 5y2x2.



(4)4 1. Skalární součin, norma


Cv. 1.2 Pythagorova věta.


(a) Nad Rdokažte: x⊥y právě tehdy když kx+yk2 =kxk2+kyk2.


(b) Najděte protipříklad nad C, kdy předchozí ekvivalence neplatí, tj. x, y
 nejsou kolmé a přesto kx+yk2 =kxk2+kyk2.


Řešení:


(a) Upravíme výraz


kx+yk2 =hx+y, x+yi=hx, xi+hy, yi+hx, yi+hy, xi=


=kxk2+kyk2+ 2hx, yi.


Tudíž rovnostkx+yk2 =kxk2+kyk2nastane právě tehdy, když2hx, yi= 0,
 neboli když x⊥y.


(b) Protipříklad nad C: Uvažujme například vektory x = (1,0)T, y = (i,0)T.
 Nejsou na sebe kolmé, ale


kx+yk2= 2 = 1 + 1 =kxk2+kyk2.


Cv. 1.3 Připomeňme, že stopa matice je deﬁnována jako součet prvků na diagonále:


trace(A) :=


Xn


i=1


aii.


(a) Ukažte, žehA, Bi= trace(ATB)deﬁnuje skalární součin na prostoruRm×n.
 (b) Zformulujete Cauchyho–Schwarzovu nerovnost.


(c) Dokažte trace(A)2 ≤n·trace(ATA).


Řešení:


(a) Pišme


trace(ATB) =
 Xn


i=1


(ATB)ii=
 Xn


i=1


Xm


j=1


(AT)ijBji.=
 Xn


i=1


Xm


j=1


AjiBji.
 Čili výraztrace(ATB)představuje standardní skalární součin, pokud matici
 A asociujeme s dlouhým vektorem, složeným z jejích prvků


(a11, . . . , am1, a22, . . . , am2, . . . , a1n, . . . , amn).


(b) Cauchyho–Schwarzova nerovnost |hA, Bi|2 ≤ kAk2· kBk2 dostane podobu
trace(ATB)2 ≤trace(ATA) trace(BTB).



(5)(c) Do Cauchyho–Schwarzovy nerovnosti dosadíme A := In, B := A a tím
 pádem dostaneme


trace(A)2 ≤trace(In)·trace(ATA) =n·trace(ATA).


Cv. 1.4 Dokažte, že pro každé a1, . . . , an>0platí:


n2 ≤(a1+. . .+an)(a−11+. . .+a−n1).


Řešení:


Aplikujeme Cauchyho–Schwarzovu nerovnost. Ta má tvar


|hx, yi| ≤ kxk · kyk.


Konkrétně pro prostor Rn a standardní skalární součin je tvaru


|Pn


i=1xiyi| ≤pPn


i=1x2ipPn
 i=1y2i.
 Umocněním obou stran nerovnosti dostaneme


|Pn


i=1xiyi|2 ≤(Pn


i=1x2i)·(Pn
 i=1y2i).
 Nyní stačí vhodně dosadit za vektory x, y. Konkrétně zvolíme


x= (√


a1, . . . ,√


an)T , y= (1/√


a1, . . . ,1/√
 an)T .
 Tím dostane Cauchyho–Schwarzova nerovnost podobu


|Pn


i=11|2 ≤(a1+. . .+an)(a−11+. . .+a−n1),
 což po úpravě dá požadovaný tvar.


Cv. 1.5 Ověřte, že kxk=|x1−2x2|+|3x1−4x2|+|5x1−6x2|je normou na prostoru R2.
 Řešení:


Musíme ověřit vlastnosti z deﬁnice normy:


• Hodnota kxk je zřejmě vždy nezáporná. Nulová je pouze, když všechny
 sčítance jsou nulové, tedy když


x1 −2x2 = 3x1−4x2 = 5x1−6x2 = 0.


Tato situace nastane jen pro x1 =x2 = 0.


• Vlastnost kαxk=|α| · kxkzjevně platí pro všechna x∈R2 aα∈R.


• Trojúhelníková nerovnost:


kx+yk=|x1 +y1−2(x2 +y2)|+|3(x1+y1)−4(x2 +y2)|+
 +|5(x1 +y1)−6(x2+y2)|


≤ |x1−2x2|+|y1−2y2|+|3x1−4x2|+


+|3y1−4y2|+|5x1−6x2|+|5y1−6y2|=kxk+kyk.



(6)6 1. Skalární součin, norma


Cv. 1.6 Buď k · k libovolná reálná norma na prostoru Rn a buď A ∈ Rn×n regulární
 matice. Dokažte, že kxkA:=kAxk je také norma.


Řešení:


Ověříme vlastnosti z deﬁnice normy:


• Hodnota kxkA je zřejmě vždy nezáporná. Nulová je pouze, když Ax = o.


Díky regularitě matice A to nastane pouze pro x=o,


• kαxkA=kAαxk=|α| · kAxk=|α| · kxkA,


• Trojúhelníková nerovnost:


kx+ykA=kA(x+y)k=kAx+Ayk ≤ kAxk+kAyk=kxkA+kykA.
 Cv. 1.7 Dokažte ekvivalenci norem


kxk1 =Pn
 i=1|xi|,
 kxk2 =pPn


i=1x2i,
 kxk∞ = maxi=1,...,n|xi|


na prostoru Rn. Konkrétně ukažte, že platí následující vztahy:


kxk∞ ≤ kxk1 ≤nkxk∞,
 kxk∞ ≤ kxk2 ≤√


nkxk∞,
 kxk2 ≤ kxk1 ≤√


nkxk2.


Řešení:


Pro ilustraci ukážeme první dvě nerovnosti, další vztahy se dokáží analogicky.


Nerovnost kxk∞≤ kxk1 plyne díky


kxk∞ = maxi=1,...,n|xi| ≤Pn


i=1|xi|=kxk1.
 Nerovnost kxk1 ≤nkxk∞ plyne díky


kxk1 =
 Xn


j=1


|xj| ≤
 Xn


j=1


i=1,...,nmax |xi|=
 Xn


j=1


kxk∞ =nkxk∞.



(7)
2. Ortonormální systém a Gramova–Schmidtova ortogonalizace


Cv. 2.1 Určete koeﬁcienty lineární kombinace vektoru (3,2,1)T vůči ortonormální bázi


√1


2(1,1,0)T, √12(−1,1,0)T, (0,0,1).


Řešení:


Standardně bychom mohli určit koeﬁcienty lineární kombinace pomocí řešení
 soustavy








√1


2 −√12 0 3


√1
 2


√1


2 0 2


0 0 1 1





.


Protože se jedná o ortonormální bázi, můžeme využít toho, že lze koeﬁcienty vy-
 jádřit speciálním způsobem jako x=Pn


i=1hx, uiiui (tzv.Fourierovy koeﬁcienty).


Tedy dostáváme x=Pn


i=1αiui, kde u1, u2, u3 je zadaná ortonormální báze a


• α1 =h(3,2,1)T,√1


2(1,1,0)Ti= √5
 2,


• α2 =h(3,2,1)T,√12(−1,1,0)Ti=−√12,


• α3 =h(3,2,1)T,(0,0,1)Ti= 1.


Cv. 2.2 V prostoru R4 se standardním skalárním součinem hx, yi=P4


i=1xiyi nalezněte
 pomocí Gramovy–Schmidtovy ortogonalizace ortonormální báziZ ={z1, . . . , zr}
 řádkového prostoru následující matice


A=





1 1 1 1
 4 1 4 1
 1 2 3 4





.


Řešení:


Základní myšlenka postupu je: Odečtením projekcexidospan{z1, . . . , zi−1}odxi


spočteme nejprve kolmý vektoryi =xi−Pi−1


j=1hxi, zjizj a ten pak normalizujeme
 na zi = kyyiik.


Jednotlivé kroky Gramovy–Schmidtovy ortogonalizace jsou:


• Normalizujeme y1 =x1: ky1k=√


4 = 2 a odtud z1 = (12,12,12,12)T.


• hx2, z1i= 5 a proto y2 = (4,1,4,1)T −5(12,12,12,12)T = (32,−32,32,−32)T.


• Normalizujeme y2:ky2k= 3 a dostaneme z2 = (12,−12,12,−12)T.


• hx3, z1i= 5,hx3, z2i=−1 a tedy y3 = (−1,−1,1,1)T.


• Normalizujeme y3:ky3k= 2 a máme z3 = (−12,−12,12,12)T.
Řešením je Z ={(12,12,12,12)T,(12,−12,12,−12)T,(−12,−12,12,12)T}.



(8)8 2. Ortonormální systém a Gramova–Schmidtova ortogonalizace


Cv. 2.3 Rozšiřte ortonormální bázi z předchozího příkladu na ortonormální bázi R4.
 Řešení:


Nejprve rozšíříme bázi řádkového prostoru matice A na bázi R4. Matici převe-
 deme do odstupňovaného tvaru a poté bázi Z rozšíříme např. o vektory z kano-
 nické báze odpovídající všem nebázickým sloupcům. Odstupňovaný tvar matice


A je 


1 1 1 1
 0 1 0 1
 0 0 2 2





.


Nebázický je pouze poslední sloupec, a tak lze vzít např. x4 = (0,0,0,1)T
 abychom dostali rozšíření na bázi R4. Na vektory z1, z2, z3, x4 nyní aplikujeme
 Gramovu–Schmidtovu ortogonalizaci a získáme hledané rozšíření na ortonor-
 mální bázi.


Jelikož jsme rozšířili ortonormální bázi


Z ={(12,12,12,12)T,(12,−12,12,−12)T,(−12,−12,12,12)T}
 řádkového prostoru A, stačí upravit pouze vektor x4:


• hx4, z1i= 12,hx4, z2i=−12, hx4, z3i= 12, a tudíž y4 = (14,−14,−14,14)T,


• Normalizujeme y4:ky4k= 12 a získáme z4 = (12,−12,−12,12)T.
 Cv. 2.4 Co se stane, když Gramova–Schmidtova ortogonalizace


(a) dostane na vstup lineárně závislé vektory?


(b) dostane na vstup ortogonální vektory?


(c) dostane na vstup ortonormální vektory?


(d) dostane na vstup −xi namísto xi? Jak se změní výstup?


Řešení:


(a) Mějme na vstupu x1, . . . , xn a nechť xj = Pj−1


i=1 αixi je vektor lineárně
 závislý na x1, . . . , xj−1. Buď navíc j nejmenší takové, že tato situace na-
 stane. Lineární závislost znamená, že projekce vektoru xj do podprostoru
 span{x1, . . . , xj−1} je vektor xj sám. Při Gramově–Schmidtově ortogonali-
 zaci postupně od vektoru odčítáme jeho kolmou projekce do podprostoru
 tvořeného vektory x1, . . . , xj−1. Tedy ortogonalizace poběží standardně až
 do chvíle, než se začne ortogonalizovat vektorxj (proto jsme vzalijnejmenší).


Při ortogonalizaci xj dojte k tomu, že se tento vektor vynuluje.


V okamžiku, kdy budeme chtít tento nulový vektor znormovat (tj. vydělit
 jeho normou) se program zastaví, protože budeme chtít dělit 0.


(b) Při odčítání kolmé projekce na již zortonormalizované vektory se vektor ne-
mění, neboť všechny projekce budou nulové vektory. Jediné, k čemu dojde,
bude normalizace vektorů, které jsme dostali na vstupu.



(9)(c) V tomto případě ani odčítání projekcí (nulových vektorů), ani normování
 (dělení1) nemění vstupní vektory. Proto na výstupu dostaneme tytéž vek-
 tory, co na vstupu.


(d) Ortogonalizace poběží pro vstupx1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xnstejně jako pro
 x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, . . . , xn stejně až do okamžiku, než přejdeme k orto-
 gonalizaci i-tého vektoru. Označme jako p kolmou projekci i-tého vektoru
 do podprostoruspan{x1, . . . , xi−1}. Vektor pbude mít proxi a−xi opačné
 znaménko, tedy i výsledek po odečteníyi =xi−pa−xi−(−p) =−xi+p=


−(xi−p) =−yi bude mít pro tyto případy odlišné znaménko. Normování
 tento vztah vektorů zachová.


Pro ostatní vektory už k žádné změně nedojde. Odčítáme totiž kolmou
 projekci do podprostoru, a ta není určena znaménkem bázického vektoru.


Výstupy obou ortogonalizací budou stejné až na znaménko i-tého vektoru.


Cv. 2.5 Nad C3 ortogonalizujtex1 = (i, i, i)T, x2 = (0, i, i)T,x3 = (0,0, i)T.
 Řešení:


Pokud bychom nebyli omezeni na provedení Gramovy–Schmidtovy ortogonali-
 zace, mohli bychom odečíst 2. vektor od 1. a 3. vektor od 2. Dostali bychom
 vektory (i,0,0)T,(0, i,0)T, (0,0, i)T. Ty zřejmě generují stejný prostor jako pů-
 vodní vektory a zároveň jejich normy jsou rovny 1.


Postupujme nyní pomocí Gramovy–Schmidtovy ortogonalizace. Nejprve znor-
 mujme vektor x1 = (i, i, i)T. Norma vektoru je


kx1k=p


hx1, x1i=
 q


xT1x1 =p


3(i·(−i)) = √


−3i2 =√
 3.


Proto z1 = √13(i, i, i)T. Dále


y2 = (0, i, i)T − hx2, z1i√13(i, i, i)T = (0, i, i)T −−√2i32√13(0, i, i)T


= (0, i, i)T − 23(i, i, i)T = 13(−2i, i, i)T.
 Normováním dostáváme


z2 = ky1


2k
 1


3(−2i, i, i)T = √√3
 2
 1


3(−2i, i, i)T = √1


6(−2i, i, i).


Nakonec


y3 = (0,0, i)T − 13(i, i, i)T − 16(−2i, i, i)T = 12(0,−i, i)T,
 a tedy z3 = √12(0,−i, i)T.


Řešením je Z =


z1 = √1


3(i, i, i)T, z2 = √1


6(−2i, i, i)T, z3 = √1


2(0,−i, i)T .
 Cv. 2.6 Zortonormalizujete bázi podprostoru R3 popsaného rovnicí x−y+z = 0.


Řešení:


Množina řešení soustavy má tvar{(a−b, a, b)|a, b∈R}. Jedna z možných bází
 je proto (0,1,1)T,(1,1,0)T. Po znormalizování prvního vektoru dostaneme


z1 = √12(0,1,1)T.



(10)10 2. Ortonormální systém a Gramova–Schmidtova ortogonalizace


Po odečtení projekce od vektoru (1,1,0)T dostaneme:


y2 = (1,1,0)T −


(1,1,0)T,√1


2(0,1,1)T


· √12 ·(0,1,1)T


= (1,1,0)T −12(0,1,1)T = (1,12,−12)T.
 Nyní stačí normalizovat vektor y2 = 1,12,−12


T


. Ten má normu p


3/2. Tedy
 druhý vektor ortnormální báze je


z2 =q


2


3 · 1,12,−12T


.


Poznamenejme, že řešení úlohy se může lišit v závislosti na volbě báze.


Cv. 2.7 Určete vzdálenost bodu A= [5,5,3,3]od roviny procházející počátkem a body
 B = [8,−1,1,−2]a C = [4,−2,2,−1].


Řešení:


Můžeme postupovat Gramovou–Schmidtovou ortogonalizací aplikovanou na vek-
 tory odpovídající bodům B, C a A, tj. na vektory x1 = (8,−1,1,−2)T, x2 =
 (4,−2,2,−1)T a x3 = (5,5,3,3)T. Hledaná vzdálenost je rovna právě normě
 vektoru y3 z třetího kroku Gramovy–Schmidtovy ortogonalizace, který získáme
 odečtením projekce x3 do span{x1, x2} od x3 (geometrická představa viz strana
 177 ve skriptech M. Hladíka – „nakolmení 3. vektoru“).


Zde se vyplatí malý předvýpočet. Vektory x1, x2 jsou lineárně nezávislé a navíc
 8 −1 1 −2


4 −2 2 −1
 


∼


8 −4 4 −2
 8 −1 1 −2





∼


8 −4 4 −2
 0 3 −3 0





∼


4 0 0 −1
 0 1 −1 0



 ,
 kde řádkyx′1 ax′2 poslední matice jsou vzájemně kolmé a generují stejnou rovinu
 jako vektory x1 a x2.


Nyní můžeme spočítat projekci vektoru x3 = (5,5,3,3)T do roviny generované
 vektory x′1 ax′2:


p= hx3, x′1i


kx′1k2 x′1+hx3, x′2i


kx′2k2 x′2 = 17


17(4,0,0,−1)T+2


2(0,1,−1,0)T = (4,1,−1,−1)T.
 (Protože x′1 a x′2 nemají jednotkovou normu, musíme při hledání projekce pra-
 covat s ortonormálními vektory kxx′1′


1k a kxx′2′


2k. Proto se ve výraze propobjevuje ve
 jmenovatelích kx′1k2 resp. kx′2k2.)


V třetím kroku Gramovy–Schmidtovy ortogonalizace dostáváme
 y3 =x3−p= (5,5,3,3)T −(4,1,−1,−1)T = (1,4,4,4).


Vzdálenost bodu A od roviny obsahující B aC je
 kx3−pk=ky3k=√


1 + 16 + 16 + 16 = 7.
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Cv. 3.1 Pro podprostor V prostoru R4 určeteV⊥,{0}⊥,{}⊥.
 Řešení:


Ortogonální doplněk množiny V je deﬁnovaný V⊥={x∈R4 | ∀y∈V :hx, yi=
 0}. Proto {0}⊥ = {x ∈ R4 | hx,0i = 0} = R4. Nakonec {}⊥ = R4, protože na
 vektory x ∈ R4 neklademe žádnou podmínku (neexistuje vektor v{}, na který
 by musel být x kolmý).


Cv. 3.2 Najděte podprostor U ⋐R5 takový, že dimU = dimU⊥.
 Řešení:


Takový podprostor nemůže existovat, neboť platí, že dimU⊥ =n−dimU. Pro
 n = 5 liché vidíme, že dimU a dimU⊥ musejí mít rozdílnou paritu a tedy i
 rozdílnou hodnotu.


Cv. 3.3 Spočítejte ortogonální doplněk vektoru u = (1,0,0,−2)T do prostoru V =
 span{v, w}= span{(1,2,4,0)T,(0,1,2,1)T}.


Řešení:


Nejprve je dobré si uvědomit, že vektor u skutečně náleží do prostoru V, jinak
 by zadání nedávalo smysl.


Ortogonální doplněk k vektoru u do prostoru V pak tvoří přímka kolmá k u a
 ležící ve V. Cílem je tedy najít její směrnici z, to bude báze hledaného ortogo-
 nálního doplňku.


ProtožeV = span{v, w}= span{u, v}, stačí zortogonalizovat vektoryu, v napří-
 klad Gramovou–Schmidtovou metodou. Dostaneme na výstup vektory


1


kuku= √55(1,0,0,−2)T, √130130(2,5,10,1)T.


Řešením je tedy vektor z = (2,5,10,1)T, nebo jakýkoli jeho nenulový násobek,
 ale jiné řešení už neexistuje.


Pro zkoušku může čtenář ověřit, že skutečně platí z ⊥u aV = span{u, z}.
 Cv. 3.4 Určete ortogonální projekci pvektoru a= (2,2,1,5)T do podprostoru generova-


ného ortonormálními vektory
 Z =


(12,12,12,12)T, (12,−12,12,−12)T, (−12,−12,12,12)T .
 Dále určete souřadnice této projekce [p]Z vzhledem k bázi Z.


Řešení:


Protože Z je ortonormální bází podprostoru, můžeme postupovat přímo podle
 věty o projekci. Souřadnice vzhledem k Z ={z1, z2, z3}odpovídají Fourierovým
 koeﬁcientům:


ha, z1i= 5, ha, z2i=−2, ha, z3i= 1,
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a tedy [p]Z = (5,−2,1)T.


Hledanou projekci potom získáme jako součet projekcí vektoru a na jednotlivé
 vektory dané ortonormální báze:


p=ha, z1iz1+ha, z2iz2+ha, z3iz3 = (1,3,2,4)T.


Cv. 3.5 Pomocí projekce najděte nejlepší přibližné řešení x′ soustavy Ax=b, kde


A =











2 1 0


4 2 0


2 −4 −1
 1 −2 2








, b= (10,5,13,9)T.


Všimněte si, že sloupce matice A jsou vzájemně kolmé.


Určete také velikost chyby kAx′−bk.


Dostanete stejná řešení jako řešení soustavy ATAx=ATb?


Řešení:


Přibližné řešení dané soustavy nalezneme jako souřadnice projekceb do sloupco-
 vého prostoruS(A)maticeA. Protože sloupcea1, a2aa3maticeAjsou vzájemně
 kolmé, je projekce vektoru b do sloupcového prostoru A přímo dána předpisem


bS(A) =
 X3


i=1


hb, aii
 kaik2ai,


tedy bS(A) = (4,8,13,9)T s koeﬁcienty x′ = (3,−2,1)T. Protože sloupce A jsou
 navzájem ortogonální (a tedy lineárně nezávislé), je nalezené x′ určené jedno-
 značně.


Výsledná chyba je kAx′−bk=√45.


Ano, výsledné řešení je stejné jako řešení soustavy normálních rovnic ATAx =
 ATb.


Cv. 3.6 Hookův zákon vyjadřuje lineární úměrnost pružné deformace materiálu na po-
 užité síle. Následující tabulka obsahuje hodnoty průtahu pružiny (v palcích)
 v závislosti na síle/hmotnosti (v librách). Odhadněte koeﬁcient úměrnosti.


síla F 5 7 8 10 12


průtah ℓ 11,1 15,4 17,5 22 26,3


Řešení:


Použijeme metodu nejmenších čtverců pro přibližné řešení soustavy Ax = b.


Hledáme takovéx′, které minimalizuje chybu nalezeného přibližného řešení, tj.x′,
které minimalizujeme výrazkAx′−bk2. Jinými slovy hledámex′ pro které jeAx′
rovno projekci vektoru b∈Rm do sloupcového prostoru S(A)maticeA∈Rm×n.
Matice projekce z Rm do S(A) je A(ATA)−1AT, a proto projekce b do S(A) je



(13)vektorA(ATA)−1ATb. Pro požadovanéx′dostáváme vztahA(ATA)−1ATb =Ax′,
 tedyx′ = (ATA)−1ATba hledanéx′ je právě řešením soustavy normálních rovnic
 ATAx′ =ATb.


Pro zadané hodnoty síly F a průtahuℓhledáme koeﬁcienty cad, pro které platí
 cF +d =ℓ (např. pro první sloupec tabulky c5 +d = 11,1). Chceme tedy řešit
 soustavu Ax=b tvaru












 5 1
 7 1
 8 1
 10 1
 12 1












 c


d
 


=












 11,1
 15,4
 17,5
 22
 26,3












 .


Pro tuto soustavu dostáváme normální soustavu rovnic ATAx′ =ATb s maticí


ATA=


5 7 8 10 12
 1 1 1 1 1















 5 1
 7 1
 8 1
 10 1
 12 1














=


382 42
 42 5





a vektorem pravých stran


ATb=


5 7 8 10 12
 1 1 1 1 1















 11,1
 15,4
 17,5
 22
 26,3











=


838,9
 92,3



 .


Přibližné řešení x′ dává směrnici přímky (= koeﬁcient úměrnosti) c ≈ 2,1774 a
 absolutní člen přímky d≈0,16986.


Cv. 3.7 Rakovinné buňky se množí exponenciálně rychle v čase. Určete konkrétní vztah
 ve tvaru y=cedt při následujících datech.


t čas 1 2 3 4 5


y (počet buněk) 16 27 45 74 122


Řešení:


Po zlogaritmování soustavy dostaneme standardní úlohu nejmenších čtverců.


Soustava normálních rovnic má tvar ATA=ATb, kde


ATA=


1 2 3 4 5
 1 1 1 1 1















 1 1
 2 1
 3 1
 4 1
 5 1











=


55 15
 15 5
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a


ATb=


1 2 3 4 5
 1 1 1 1 1















 ln 16
 ln 27
 ln 45
 ln 74
 ln 122














=


ln 861412331516175761716224000≈62.02062
 ln 175504320≈18,9832





Řešení: d≈0,507, lnc≈2,2753,c≈9,731.
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4. Ortogonální matice


Cv. 4.1 Buď H(u) =In−uT2uuuT, u6=o, Householderova matice.


(a) Dokažte, že H(u)je symetrická.


(b) Dokažte, že H(u)je ortogonální.


(c) Rozhodněte, zdaIn je Householderovou maticí pro určité u6=o.


Řešení:


(a) Ověříme


H(u)T =
 


In− 2
 uTuuuT


T


=InT − 2


uTu(uuT)T =In− 2


uTuuuT =H(u),
 tudíž je H(u)symetrická.


(b) Ověříme ortogonalitu Householderovy matice z deﬁnice:


H(u)TH(u) =H(u)H(u) =
 


In− 2


uTuuuT In− 2
 uTuuuT





=In−2 2


uTuuuT + 4


(uTu)2uuTuuT


=In− 4


uTuuuT + 4


(uTu)2u(uTu)uT =In.


(c) RovnostH(u) =Innemůže nikdy nastat, protože to by muselo uT2uuuT = 0.


Cv. 4.2 Které z matic elementárních úprav jsou ortogonální?


Řešení:


Jsou to pouze dvě:


1. Matice prohození dvou řádků Eij.


2. Matice Ei(±1)vynásobení řádku ičíslem ±1.


Cv. 4.3 Buďp∈Snpermutace aP ∈Rn×npermutační matice deﬁnovaná tak, žePij = 1
 pokud i=p(j)a nula jinak.


(a) Jakou úpravu na maticiA ∈Rn×n vykoná operace P A?


(b) Nahlédněte, že P vznikne z jednotkové matice zpermutováním jejích řádků
 podle p.


(c) Dokažte, že P je ortogonální matice.


(d) Nechť Q je permutační matice odpovídající permutaci q. Jaká matice od-
 povídá permutaci p◦q?


(e) Dokažte, že PT odpovídá permutaci p−1.
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(f) Jakou úpravu na maticiA ∈Rn×n vykoná operace AP?


Řešení:


(a) Součin P Azpermutuje řádky matice A podle permutacep.


Důkaz. Řádek p(i) maticeP A má tvar


(P A)p(i),∗ =Pp(i),∗A =eTi A=Ai,∗.


Tudíž v řádku p(i) maticeP A je i-tý řádek původní matice A.


(b) Z předchozího bodu můžeme na matici P = P In pohlížet jako na jednot-
 kovou matici, jejíž řádky zpermutujeme podle p.


(c) P je ortogonální, protože její řádky tvoří ortonormální systém vektorů, jsou
 to vlastně zpermutované jednotkové vektory.


(d) Permutaci p◦q odpovídá matice P Q.


Důkaz (z významu).Pišme P Q=P(QIn), tudíž matice P Q vznikne z jed-
 notkové matice tak, že nejprve zpermutujeme řádky podle permutace q a
 pak podle permutacep, což je totéž, jako když je zpermutujeme podlep◦q.


Důkaz (z deﬁnice). Kdy nastane situace (P Q)ij = 1? Protože (P Q)ij =
 Pi,∗Q∗,j, tak situace nastane právě tehdy, když i-tý řádek matice P i j-tý
 sloupec maticeQjsou stejné jednotkové vektory, napřek. ProtožePi,∗ =eTk,
 je i = p(k). Protože Q∗,j = ek, je k = q(j). Tudíž i = p(k) = p(q(j)) =
 (p◦q)(j).


(e) Protože PT = P−1, tak máme PTP = In. Tudíž permutační matice PT
 odpovídá permutaci p−1.


(f) Součin AP zpermutuje sloupce matice A podle permutace p−1.


Důkaz. Tvrzení můžeme snadno nahlédnout z předchozích bodů tak, že
 vyjádříme AP = (PTAT)T, čili matice PTAT zpermutuje řádky matice AT
 podle permutace p−1.


Cv. 4.4 Rozhodněte o platnosti výroků:


(a) Má-li regulární maticeA∈Rn×nnavzájem kolmé řádky, pak má i navzájem
 kolmé sloupce.


(b) Má-li matice A∈Rn×n navzájem kolmé řádky velikosti 1, pak má i navzá-
 jem kolmé sloupce.


Řešení:


(a) Neplatí, uvažujme například matici A = (12 2−1). Její řádky jsou na sebe
 navzájem kolmé, ale sloupce a sebe navzájem kolmé nejsou.


(b) Platí, protože matice je nutně je ortogonální.
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5. Determinanty – výpočet


Cv. 5.1 Nechť π = (1,5,3)(2,6)(4,8,7,9)aσ = (1,2,7)(3,5)(4,9,6)(8)jsou dvě permu-
 tace z S9. Spočtěte:


(a) složení π◦σ a složení σ◦π,
 (b) inverzní permutace π−1 a σ−1.


Řešení:


(a) Připomeňme deﬁnici skládání permutací:


∀i∈ {1, . . . , n}: (π◦σ)(i) =π(σ(i)).


Zakresleme permutace π aσ schématicky:


1 2 3 4 5 6 7 8 9


1 2 3 4 5 6 7 8 9


1 2 3 4 5 6 7 8 9


σ


π


π◦σ


Dostáváme π◦σ = (1,6,8,7,5)(2,9)(3,5)(4).


Obdobně můžeme spočítat σ◦π = (1,3,2,4,8)(5)(6,7)(9).


(b) Nahlédneme, že pořadí prvků v cyklech inverzní permutace je otočené. Tedy
 získáváme π−1 = (1,3,5)(2,6)(4,9,7,8)aσ−1 = (1,7,2)(3,5)(4,6,9)(8).


Cv. 5.2 Jaké znaménko mají dané permutace?


(a) permutace π(1) = 2, π(2) = 3, π(3) = 1,


(b) permutace σ(1) = 2, σ(2) = 3, σ(3) = 4, σ(4) = 1, σ(5) = 7, σ(6) =
 5, σ(7) = 6,


(c) identická permutaceid ∈Sn, pro kterou id(i) =i pro každéi∈ {1, . . . , n},
 (d) transpozice (permutace, která zamění přesně dva prvky, třebaτ(1) = 2, τ(2) =


1, τ(n) =n pro všechny n >2).


Řešení:


(a) Permutace obsahuje jeden cyklus (1,2,3), tedy sgn(π) = (−1)3−1 = 1.
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(b) Permutace je tvořena dvěma cykly (1,2,3,4) a (5,7,6) tedy sgn(σ) =
 (−1)7−2 =−1.


(c) Každé číslo tvoří samo o sobě cyklus a identickou permutaci tedy můžeme
 rozložit jako (1)(2). . .(n). Máme tedy n cyklů a znaménko permutace je
 (−1)n−n= 1.


(d) Dvě prohozená čísla tvoří cyklus délky dva a zbylá čísla tvoří každé trivi-
 ální cyklus délky jedna. Uvedený příklad transpozice můžeme zapsat jako
 (1,2)(3)(4). . .(n). Máme tedy n−1cyklů a znaménko permutace je proto
 (−1)n−(n−1) =−1.


Cv. 5.3 Nechť π = (1,3)(2,9,7,6)(4)(5,8)a σ= (1,4,5)(3,6,9,8,7)(2). Určete:


(a) znaménkasgn(π) a sgn(σ),


(b) znaménka sgn(π◦σ) asgn(σ◦π),
 (c) znaménkasgn(π−1) a sgn(σ−1).


Řešení:


(a) Permutace π je na n = 9 prvcích a je složena ze 4 cyklů. Tedy sgn(π) =
 (−1)9−4 =−1.


Obdobně sgn(σ) = (−1)9−3 = 1.


(b) Znaménko složené permutace je součin znamének jednotlivých permutací.


Proto dostáváme sgn(π◦σ) = sgn(π) sgn(σ) = (−1)·1 = −1.


Obdobně sgn(σ◦π) = −1.


(c) Z deﬁnice složení permutací dostávámeπ◦π−1 =id. Víme, že sgn(id) = 1.


Dostáváme tedy, že sgn(π−1) = sgn(π) = −1.


Obdobně sgn(σ−1) = 1.


Cv. 5.4 Spočítejte determinanty následujících reálných matic. Použijte výpočet z deﬁ-
 nice, pomocí Laplaceova rozvoje podle řádku a pomocí Gaussovy eliminace.


(a) A =








4 1 2
 0 −1 1
 1 2 1








(b) B =





 3 2 −1


−2 2 4
 2 −1 3








(c) C =





0 1 1
 1 0 1
 1 1 0








(d) D =








18 11 11
 11 11 11
 11 11 24
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(a) Budeme počítat z deﬁnice:


det(A) = det








4 1 2
 0 −1 1
 1 2 1








=A1,1A2,2A3,3+A1,2A2,3A3,1+A1,3A2,1A3,2


−A1,1A2,3A3,2−A1,2A2,1A3,3−A1,3A2,2A3,1


= 4·(−1)·1 + 1·1·1 + 2·0·2−4·1·2−1·0·1−2·(−1)·1


=−9


Determinant matice je−9.


(b) Budeme řešit pomocí Gaussovy eliminace.


det(B) = det








3 2 −1


−2 2 4
 2 −1 3








=−1 det





−2 2 4
 3 2 −1
 2 −1 3





 (Výměna 1. a 2. řádku, det se násobí −1)


=−2 det





−1 1 2
 3 2 −1
 2 −1 3





 (Vydělíme 1. řádek 2, det se zmenší 2-krát)


=−2 det





−1 1 2


0 5 5


2 −1 3





 (Přičteme 3-krát 1. řádek k 2., det se nemění)


=−2 det





−1 1 2
 0 5 5
 0 1 7





 (Přičteme 2-krát 1. řádek k 3., det se nemění)


= 2 det





−1 1 2
 0 1 7
 0 5 5





 (Výměna 2. a 3. řádku, det se násobí −1)


= 2 det





−1 1 2
 0 1 7
 0 0 −30





.


(Odečteme 5-krát 2. řádek od 3., det. se nemění)
 Dostáváme horní trojúhelníkovou matici. Existuje jediná permutace σ ta-
 ková, že


Πni=1ai,σ(i) 6= 0,


a to identita. Determinant vzniklé horní trojúhelníkové matice je(−1)·1·
(−30) = 30. A tedy determinant původní matice je 60.
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(c) Použijeme Laplaceův rozvoj podle prvního řádku. Následný výpočet deter-
 minantů matic velikosti 2×2provedeme z deﬁnice.


det(C) = det





0 1 1
 1 0 1
 1 1 0








= (−1)1+1·0·det
 0 1


1 0
 


+ (−1)1+2·1·det
 1 1


1 0
 


+ (−1)1+3·1·det
 1 0


1 1
 


= (−1)·1·(1·1·0 + (−1)·1·1) + 1·1·(1·1·1 + (−1)·0·1)


= 2


Determinant matice je2.


(d) Nejprve použijeme elementární řádkové úpravy a upravíme matici násle-
 dovně. Využíváme pouze elementární úpravu „přičtení k-násobku i-tého
 řádku kj-tému“. Tato úprava nemění determinant, a tak získáváme:


det(D) = det








18 11 11
 11 11 11
 11 11 24








= det








7 0 0
 11 11 11
 11 11 24








= det








7 0 0
 11 11 11


0 0 13








Nyní si všimneme, že permutace σ∈S3 přispívá k celkovému součtu v hle-
 daném determinantu nenulovou hodnotou právě tehdy, když vybírá první
 sloupec v prvním řádku a třetí sloupec ve třetím řádku, tj. σ(1) = 1 a
 σ(3) = 3. Taková permutace v S3 je však právě jedna – identická permu-
 tace. Tedy determinant výsledné matice je roven součinu jejích diagonálních
 prvků 7·11·13 = 1001. Vzhledem k tomu, že provedené řádkové úpravy
 neměnily determinant, je determinant původní matice také 1001.


Cv. 5.5 Spočtěte determinant následujících matic:


(a) A=




















1 2 3 4 5 . . . n


−1 0 2 3 4 . . . n−1


−1 −2 0 3 4 . . . n−1


−1 −2 −3 0 4 . . . n−1


−1 −2 −3 −4 0 . . . n−1
 ... ... ... ... ...


−1 −2 −3 −4 . . . 1−n 0


















,



(21)(b) B =














a1+x a2 a3 . . . an


a1 a2+x a3 . . . an


a1 a2 a3 +x . . . an


... ... ... . .. ...


a1 a2 a3 . . . an+x












 .


Řešení:


(a) První řádek přičteme ke všem ostatním. Získáme horní trojúhelníkovou ma-
 tici, jejíž diagonála je postupně tvořena čísly 1 ažn. Determinant matice je
 tudíž roven n!.


(b) Poslední řádek odečteme od všech předchozích (hodnotyai zůstanou pouze
 v posledním řádku). Dostáváme matici


B′ =














x 0 0 . . . −x
 0 x 0 . . . −x
 0 0 x . . . −x
 ... ... ... ... ...


a1 a2 a3 . . . an+x












 .


Poté využijeme rovnostidet(B) = det(BT), matici transponujeme, přičteme
 všechny řádky k poslednímu a znovu matici transponujeme. Jinými slovy
 jsme k poslednímu sloupciBpřičetli všechny předchozí sloupce. Dostaneme


B′′ =














x 0 0 . . . 0


0 x 0 . . . 0


0 0 x . . . 0


... ... ... ... ...


a1 a2 a3 . . . x+Pn
 i=1ai












 .


Determinant je roven (a1+. . .+an+x)xn−1.
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6. Determinanty – použití


Cv. 6.1 Geometrickou interpretací determinantu je objem. Přesněji absolutní hodnota
 determinantu určuje, jak moc lineární zobrazení x7→Ax určené maticíA zvět-
 šuje/zmenšuje velikost objektů1. Tedy pokud máme matice 2×2, absolutní hod-
 nota jejich determinantu představuje kolikrát se zvětší obsah rovinného geomet-
 rického útvaru (například jednotkového čtverce) po provedené transformaci. Ab-
 solutní hodnota determinantu matice velikosti 3×3, pak udává kolikrát se zvětší
 objem geometrického 3 dimenzionálního útvaru (například krychle) provedením
 lineární transformace dané příslušnou maticí.


Zároveň lze na determinant nahlížet jako na obsah rovnoběžnostěnu daného
 sloupci matice. Pokud příslušnou lineární transformaci provedeme na čtverec
 jehož strany jsou dány vektory (1,0)T a (0,1)T – čtverec reprezentovaný I2,
 bude tento čtverec zobrazen na rovnoběžnostěn daný sloupci matice.


Za cvičení spočtěte následující determinanty a ověřte si intuici pro následující
 matice:


(a) A=


1 0
 0 1



 ,
 (b) B =


2 0
 0 1



 ,
 (c) C =


2 0
 0 2
 


,
 (d) D=


1 2
 0 1



 ,
 (e) E =


1 0
 0 0
 


,


(f) F =





1 0 0
 0 1 0
 0 0 0





.


Řešení:


(a) V tomto případě lineární zobrazení zobrazí každou plochu na sebe samu.


Tedy plochy se nemění a očekáváme, že determinant bude 1.


Vypočteme determinant z deﬁnice, následovně:


det(A) =A1,1A2,2−A1,2A2,1 = 1·1−0·0 = 1.


(b) Toto lineární zobrazení vezme čtverec jehož strany jsou dány vektory(1,0)T
 a (0,1)T (obsah je 1) a zobrazí jej na obdélník jehož strany jsou (2,0)T a


1Doporučujeme zhlédnout 10-minutové video o determinantech z kanálu „Three blue, one brown“ , viz
https://www.youtube.com/watch?v=Ip3X9LOh2dk



(23)(0,1)T (obsah je 2). Tedy zobrazení „nafukuje“ prostor 2-krát a očekáváme,
 že det(B) = 2.


Vypočteme determinant z deﬁnice, následovně:


det(B) =B1,1B2,2−B1,2B2,1 = 2·1−0·0 = 2.


(c) Toto lineární zobrazení vezme čtverec daný vektory(1,0)T a(0,1)T (obsah
 je 1) a zobrazí jej na čtverec jehož strany jsou(2,0)T a(0,2)T (obsah je 4).


Tedy zobrazení „nafukuje“ prostor 4-krát a očekáváme, že det(C) = 4.


Vypočteme determinant z deﬁnice, následovně:


det(C) =C1,1C2,2−C1,2C2,1 = 2·2−0·0 = 4.


(d) Toto lineární zobrazení vezme čtverec daný vektory(1,0)T a(0,1)T (obsah
 je 1) a zobrazí jej na rovnoběžník jehož strany jsou (1,0)T a (2,1)T. Ob-
 sah rovnoběžníku je stále 1 (představte si, že vznikl tak, že vezmete stěnu
 vystavěnou z kostek a poté se opřete o její levou stranu, posunete jednot-
 livé kostky vůči sobě a stěnu zkosíte, ale obsah zůstane zachován). Tedy
 zobrazení zachovává plochy a očekáváme, že det(D) = 1.


Vypočteme determinant z deﬁnice, následovně:


det(D) =D1,1D2,2−D1,2D2,1 = 1·1−2·0 = 1.


(e) Toto lineární zobrazení vezme čtverec daný vektory(1,0)T a(0,1)T (obsah
 je 1) a zobrazí jej na úsečku danou vektorem (1,0)T. Vzhledem k tomu, že
 jsme zobrazili na vlastní podprostor R2 je obsah roven 0. Očekáváme tedy,
 že determinant bude nulový.


Vypočteme determinant z deﬁnice, následovně:


det(E) = E1,1E2,2−E1,2E2,1 = 1·0−0·0 = 0.


(f) Pro matice velikosti 3×3 platí podobná geometrická intuice, pouze místo
 obsahu udává determinant objem. Zdůrazníme poslední případ (lineární
 zobrazení na podprostor) i pro matice3×3.


Toto lineární zobrazení vezme krychli danou vektory (1,0,0)T, (0,1,0)T a
 (0,0,1)T (objem krychle je 1) a zobrazí ji na čtverec daný vektory(1,0,0)T a
 (0,1,0)T. Vzhledem k tomu, že obraz zobrazení je podprostorR3, získáváme
 2D útvar a jeho objem je tedy roven 0. Očekáváme tedy, že determinant
 bude nulový.


Vypočteme determinant z deﬁnice, následovně:


det(F) =F1,1F2,2F3,3+F1,2F2,3F3,1+F1,3F2,1F3,2


−F1,1F2,3F3,2−F1,2F2,1F3,3−F1,3F2,2F3,1


= 1·1·0 + 0·0·0 + 0·0·0−1·0·0−0·0·0−0·1·0


= 0.
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Cv. 6.2 Pomocí adjungované matice najděte matici inverzní (pokud existuje) k následu-
 jící matici nad tělesem reálných čísel i nad tělesem Z5:


A =








1 0 1


−2 1 0
 0 1 1





.


Řešení:


Adjungovaná matice má složky: (adj(A))i,j = (−1)i+j|Aj,i|, kde Aj,i je matice
 vzniklá odstraněním j-tého řádku a i-tého sloupce z matice A (Pozor, všimněte
 si prohození indexů!).


Inverze se spočítá: A−1 = |A1|adj(A).


Nad R počítáme adjungovanou matici následovně. Nejprve spočteme determi-
 nanty podmatic:


det(A1,1) = det
 1 0


1 1
 


= 1,
 det(A2,1) = det


0 1
 1 1





=−1,
 det(A3,1) = det


0 1
 1 0





=−1,
 det(A1,2) = det


−2 0
 0 1





=−2,
 det(A2,2) = det


1 1
 0 1





= 1,
 det(A3,2) = det


 1 1


−2 0
 


= 2,
 det(A1,3) = det


−2 1
 0 1





=−2,
 det(A2,3) = det


1 0
 0 1





= 1,
 det(A3,3) = det


 1 0


−2 1
 


= 1.


Dostáváme adjungovanou matici:


adj(A) =








1 (−1)·(−1) −1
 (−1)·(−2) 1 (−1)·2


−2 (−1)·1 1





=








1 1 −1
 2 1 −2


−2 −1 1





.


Nyní spočteme determinant matice A. Využije rozvoje podle řádků a determi-
 nantů již spočtených výše. Dostáváme


det(A) = 1·det(A1,1) + 0·det(A1,2) + 1·det(A1,3) = 1−2 =−1



(25)Konečně adjungovanou matici vynásobíme det(A)1 =−1a získáme inverzní matici:


A−1 =





−1 −1 1


−2 −1 2
 2 1 −1





.


Obdobně můžeme počítat nad Z5, pouze všechny kroky provádíme modulo 5.


|A|=−1 = 4, adj(A) =








1 1 4
 2 1 3
 3 4 1





, A−1 =








4 4 1
 3 4 2
 2 1 4





.


Cv. 6.3 Rozhodněte, pro které hodnoty parametrua∈R je následující matice regulární:


A=








2a 3 −1
 5−a −1 −2
 2 + 3a 2 4





.


Řešení:


Využijeme Kritérium regularity, které říká, že A je regulární právě tehdy, když
 det(A)6= 0. Spočteme determinant:


det(A) = det








2a 3 −1
 5−a −1 −2
 2 + 3a 2 4








= 2adet


−1 −2
 2 4





−3 det


5−a −2
 2 + 3a 4





−1 det


5−a −1
 2 + 3a 2





= 2a(−4 + 4)−3((5−a)4−(−2)(2 + 3a))−((5−a)2−(−1)(2 + 3a))


=−7a−84.


Dostáváme tedy, že A je singulární právě tehdy, když a =−847 =−12.


Cv. 6.4 Řešte následující soustavu rovnic pomocí Cramerova pravidla.


(A|b) =





 2 1 3 7


−1 1 −2 −6
 3 −1 3 10





.


Řešení:


Nejprve pomocí Gaussovy eliminace spočteme determinant A.


det(A) = det








2 1 3


−1 1 −2
 3 −1 3





=−det





−1 1 −2


2 1 3


3 −1 3





=−det





−1 1 −2
 0 3 −1
 0 2 −3








=−1
 3det





−1 1 −2
 0 3 −1
 0 6 −9





=−1
 3det





−1 1 −2
 0 3 −1
 0 0 −7








=−1


3·(−1)·3·(−7) =−7.



(26)26 6. Determinanty – použití


Nyní spočteme determinanty matic, kde postupně nahrazujeme první, druhý a
 třetí sloupec pravou stranou rovnice.


1) Dopočítáme první složku výsledného vektoru (nahrazujeme první sloupec):


det





 7 1 3


−6 1 −2
 10 −1 3








= (−1)1+2·1 det


−6 −2
 10 3





+ (−1)2+2·1 det


7 3
 10 3





+ (−1)3+2·(−1) det


 7 3


−6 −2
 


(Rozvoj dle 2. sloupce)


= (−1)(−6·3−(−2)·10) + (7·3−3·10) + (7·(−2)−3·(−6))


=−(−18 + 20) + (21−30) + (−14 + 18) = −2−9 + 4 =−7
 Dostáváme x1 = −−77 = 1.


2) Dopočítáme druhou složku výsledného vektoru (nahrazujeme druhý sloupec):


det








2 7 3


−1 −6 −2
 3 10 3





= det−





−1 −6 −2


2 7 3


3 10 3





= det−





−1 −6 −2
 0 −5 −1
 0 −8 −3








= det1
 5





−1 −6 −2
 0 −5 −1
 0 40 15





= det1
 5





−1 −6 −2
 0 −5 −1


0 0 7





= 7.


Dostáváme x2 = −77 =−1.


3) Dopočítáme třetí složku výsledného vektoru (nahrazujeme třetí sloupec):


det








2 1 7


−1 1 −6
 3 −1 10





=−det





−1 1 −6
 2 1 7
 3 −1 10





=−det





−1 1 −6
 0 3 −5
 0 2 −8








=−1
 3det





−1 1 −6
 0 3 −5
 0 6 −24





=−1
 3det





−1 1 −6
 0 3 −5
 0 0 −14





=−14.


Dostáváme x3 = −−147 = 2.


Závěr: Řešením soustavy je vektor x= (1,−1,2)T.



(27)
7. Vlastní čísla – základy


Cv. 7.1 Vlastní vektor matice A ∈ Rn×n reprezentuje směr, který se při lineárním zob-
 razení f(x) = Ax zobrazí opět na ten samý směr (mění se tedy pouze velikost
 nebo orientace vektoru). Pro vlastní vektor v matice A tedy platí, že přímka
 span{v} se při zobrazení f zobrazí do sebe sama. Příslušné vlastní číslo matice
 pak představuje škálování v tomto invariantním směru.


Následující matice reprezentují geometrická zobrazení v rovině. Nalezněte jejich
 vlastní čísla a k nim příslušné vlastní vektory a pokuste se je geometricky vy-
 světlit:


(a) A=


2 0
 0 2



 ,
 (b) B =


2 0
 0 1



 ,
 (c) C =


2 1
 0 2
 


,
 (d) D= 12


1 1
 1 1
 


.


Řešení:


(a) Lineární zobrazení f(x) = Ax odpovídá dvojnásobnému zvětšení vektoru
 x, tedy


f (x1, x2)T


= 2(x1, x2)T.


Libovolný nenulový vektorx∈R2\{(0,0)}je proto vlastním vektorem ma-
 ticeA– zobrazeníf ho dvakrát prodlouží, ale nezmění jeho směr. Vlastním
 číslem matice A je λ = 2 odpovídající škálování vektorux při zobrazení f.


x1


x2


Av2


v2
 Av1
 v1


(b) Lineární zobrazeníf(x) = Bxodpovídá dvojnásobnému zvětšení vektoru x
 v první souřadnici, tedy


f (x1, x2)T


= (2x1, x2)T.
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